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PRÉFACE. 


Les  personnes  qui  désirent  étudier  le  Calcul  des  Probabi- 
lités éprouvent  généralement  des  difficultés  qui  tiennent 
moins  à  la  nature  du  sujet  qu'à  l'absence  de  Traités  réelle- 
ment classiques.  Et,  en  elFet,  pour  aborder  la  célèbre  Théo- 
rie analytique  des  probabilités  de  Laplace,  il  faut  déjà  être, 
jusqu'à  un  certain  point,  familiarisé  avec  l'analyse  des  ha- 
sards, l'auteur  ne  traitant,  comme  il  l'avoue  lui-même,  que 
les  questions  les  plus  difficiles  :  quant  aux  Livres  très-esti- 
més  de  MM.  Lacroix  et  Cournot,  ils  sont  trop  élémentaires, 
même  pour  servir  d'Introduction  à  la  lecture  du  Traité  de 
Laplace.  11  n'en  est  pas  moins  vrai  que  c'est  par  ces  deux 
derniers  Ouvrages  qu'il  convient  d'aborder  l'étude  des  Pro- 
babilités. Le  Traité  de  Poisson,  sur  la  probabilité  des  juge- 
ments, écrit,  comme  son  titre  l'indique,  dans  un  but  spécial, 
contient  cependant  une  Introduction  qui  peut  être  con- 
sidérée aujourd'hui  comme  le  meilleur  Traité  réellement 
classique^  malheureusement,  il  est  fort  incomplet. 

11  m'a  semblé  que  je  rendrais  service  à  un  bon  nombre 
de  personnes,  et  principalement  aux  officiers  d'artillerie  et 
aux  candidats  actuaires,  en  publiant  un  Traité  très-élémen- 
taire dans  ses  principes,  mais  cependant  assez  complet  pour 
permettre  de  lire  tout  ce  qui  a  été  écrit  sur  la  matière.  Le 
présent  Traité  peut  être  considéré  comme  une  véritable 
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Introduction  au  Traité  de  Laplace,  quoiqu'il  forme  à  lui 
seul  un  corps  assez  étendu  pour  embrasser  toute  la  science 
des  hasards.  On  regrettera  peut-être  que  je  n'aie  point 
parlé  de  l'espérance  morale,  ni  de  la  probabilité  des  juge- 
ments ou  des  témoignages-,  je  dois  avouer  que  ces  théories, 
malgré  l'autorité  des  savants  qui  les  ont  propagées,  ne  m'ont 
pas  semblé  présenter  un  caractère  assez  scientifique*,  et 
d'ailleurs  il  n'est  heureusement  pas  besoin  d'avoir  recours 
à  la  considération  métaphysique  de  l'espérance  morale  pour 
expliquer  les  paradoxes  analogues  à  ceux  que  présente  le 
jeu  de  Saint-Pétersbourg.  Quant  à  la  prohabilité  d'un  té- 
moignage, je  n'ai  jamais  compris  ce  que  pouvait  signifier 
une  pareille  locution,  le  mot  probabilité  impliquant  en  soi 
l'idée  de  cas  possibles  et  également  possibles  auxquels  un 
événement  relatif  à  un  témoignage  ne  peut  évidemment  pas 
se  rapporter. 

Le  Chapitre  I^*'  de  ce  Traité  contient  quelques  théo- 
ries analytiques  dont  on  fait  un  fréquent  usage  dans  le 
Calcul  des  Probabilités  ;  les  personnes  qui  ne  voudront  pas 
pousser  bien  loin  l'étude  de  la  théorie  des  hasards  pourront 
se  contenter  de  lire  le  Chapitre  II,  qui  est  consacré  au  déve- 
loppement des  principes  fondamentaux  et  de  leurs  applica- 
.  tions  immédiates-,  le  Chapitre  III  contient  les  théories  qui 
dépendent  de  l'évaluation  des  grands  nombres.  Je  crois  avoir 
présenté  ces  théories  avec  plus  de  rigueur  qu'on  ne  l'a  fait 
jusqu'ici,  en  ce  sens  que  j'ai  toujours  évalué  une  limite 
précise  de  l'erreur  commise  en  bornant  à  leurs  premiers 
termes  les  séries  qui  servent  au  calcul  approché  des  grands 
nombres. 

Le  Chapitre  IV  coiilieiiL  la  ihéurie  des  erreurs  d'observa- 
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tion  et  du  tir  à  la  cible,  l'étude  des  pliénoniènes  et  de  leurs 
causes.  J'ai  cru  devoir  exposer  la  méthode  des  moindres 
carrés,  en  suivant  la  marche  indiquée  par  Cauchy,  tout  en 
la  modifiant,  d'après  les  indications  que  M.  Bienaymé  a  pu- 
bliées dans  son  Mémoire  inséré  au  tome  XXIII  du  Journal 
de  Liouville,  Mémoire  célèbre  dont  il  m'a  été  impossible 
de  donner  une  analyse  à  cause  de  sa  grande  étendue.  On  me 
reprochera  peut-être  de  n'avoir  pas  fait  d'applications  nu- 
mériques de  la  méthode  des  moindres  carrés.  J'ai  regardé 
cette  tache  comme  impossible,  et  voici  pour  quels  motifs  : 
la  méthode  des  moindres  carrés  n'a  de  valeur  sérieuse 
qu'autant  que  l'on  a  à  sa  disposition  un  nombre  immense 
d'observations  j  or  ces  observations  pouvaient  être  fictives 
ou  réelles  ^  mais  il  eût  été  vraiment  oiseux  de  faire  des 
calculs  très-longs  et  très-pénibles  sur  des  nombres  fictifs 
présentant  certainement  des  circonstances  en  désaccord  avec 
ce  qui  a  lieu  dans  l'ordre  naturel  des  choses.  Traiter  un 
exemple  d'après  les  observations  de  quelque  physicien  en 
renom  me  paraissait  également  inutile.  En  elï'et,  dans  ses 
applications,  la  méthode  des  moindres  carrés  présente  une 
variété  infinie,  et  les  personnes  qui  voudront  s'en  servir 
feront  bien  de  ne  pas  s'en  tenir  à  la  lecture  d'un  exemple 
isolé,  le  cas  qu'ils  auront  à  traiter  pouvant  différer  consi- 
dérablement de  ceux  qui  sont  consignés  dans  les  livres.  On 
voit  donc  que,  si  j'avais  voulu  traiter  des  exemples  numé- 
riques, j'aurais  été  forcé  de  donner  trop  d'importance  à  un 
Chapitre  déjà  très-chargé. 

Le  dernier  Chapitre  est  consacré  aux  opérations  des  Com- 
pagnies d'assurances.  Je  n'ai  rien  à  en  dire,  si  ce  n'est  qu'il 
est  rédigé  à  un  point  de  vue  tout  à  fait  pratique  \  les  for- 
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mules  que  j'indique  sont  celles  dont  on  fait  réellement 
usage  dans  le  calcul  des  tarifs  que  l'on  distribue  au  public. 
Je  dois  dire  cependant  qu'il  m'a  été  impossible  d'admettre 
les  anciennes  formules  relatives  aux  assurances  de  survie, 
que  j'ai  toujours  considérées  comme  fausses. 

Notre  Traité  se  termine  par  une  liste  des  principaux  Ou- 
vrages relatifs  au  Calcul  des  probabilités;  je  dois,  malgré 
les  renseignements  que  j'ai  puisés  de  tous  côtés,  avoir  omis 
bien  des  noms.  Je  demande  mille  fois  pardon  aux  auteurs 
que  je  n'ai  pas  cités  :  tout  ce  que  je  puis  faire,  c'est  de  les 
prier  de  vouloir  bien  m'adresser  leurs  réclamations,  aux- 
quelles je  donnerai  satisfaction  dans  une  autre  édition. 

Un  des  Mend)res  les  plus  distingués  du  Cercle  des  Ac.- 
tuaires  français,  M.  Marc  Acliard,  ayant  bien  voulu  se  char- 
ger de  la  révision  des  épreuves  de  cet  Ouvrage,  je  lui 
adresse  ici  mes  remercîments  (*). 


(*)  Les  géomètres  disent  une  droite,  une  développable,  etc.,  pour  une 
ligne  droite,  une  surface  développable,  etc.  J'ai  cru  pouvoir  imiter  ce  lan- 
gage incorrect  et  éviter  la  répétition  du  mot  boule  en  écrivant  une  rouge, 
une  blanche,  au  lieu  d'une  boule  rouge,  une  boule  blanche,  etc. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

ANALYSE  COMBINATOIRE. 


Arrangements,  permutations,  combinaisons. 

On  appelle  arrangements  de  m  objets  n  k  n  \es  résul- 
tats obtenus  en  prenant  n  de  ces  objets  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  de  telle  sorte  que  ces  résultats  diffèrent 
soit  par  l'ordre,  soit  par  la  nature  de  ces  objets.  On  désigne 
habituellement  par  A^  le  nombre  des  arrangements  de  m 
objets  pris  n  a.  n. 

Supposons  que  l'on  connaisse  A^^,  cherchons  à  former 
A^"*"'^  pour  former  les  arrangements  n-hikn-hiàem 
objets,  il  suffit  de  placer  à  la  suite  de  chaque  arrangement 
n  k  n  chacun  des  objets  qui  n'y  entrent  pas,  ce  qui  fournit 
(m — w)A^  résultats  tous  différents  soit  par  la  nature  du 
dernier  objet,  soit  par  les  arrangements  n  kn  qui  ont  servi 
à  les  former.  Il  est  facile  de  voir,  du  reste,  qu'un  arrange- 
ment quelconque  n-\-  i  à  tz  -f-  i  se  trouve  compris  dans  les 
résultats  de  notre  opération,  car  on  peut  le  former  en  pla- 
çant un  dernier  objet  à  la  suite  des  n  autres,  qui  forment 
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un  arrangement  n  k  n.  On  a  donc 

d'où  l'on  conclut  aisément 

A"„  —  m{ni  —  i).  .  .(a/2  —  /?  -h  ï), 

en  observant  que  A;„=:  m,  que,  par  suite,  Al^^=m{m  —  i).... 
On  appelle  permutations  de  m  objets  les  résultats  obte- 
nus en  groupant  ces  m  objets  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles, de  telle  sorte  que  tous  les  résultats  dillèrent  par 
l'ordre  des  objets  qu'ils  contiennent.  11  résulte  de  là  que, 
si  l'on  désigne  par  P^  le  nombre  des  permutations  de  ni  ob- 
jets, on  a 

en  adoptant  la  notation  très-répandue  m  !  pour  désigner  le 
produit  1 .2.3.  .  .m. 

On  appelle  combinaisons  de  m  objets  pris  n  k  n  les  ré- 
sultats obtenus  en  groupant  n  de  ces  m  objets  de  toutes  les 
manières  possibles,  de  telle  sorte  que  tous  les  résultats  dif- 
fèrent seulement  par  la  nature  des  objets  qu'ils  contiennent  ^ 
en  d'autres  termes,  deux  résultats  contenant  à  l'ordre  près 
les  mêmes  objets  sont  censés  identiques.  Si  l'on  désigne  par 
C^  le  nombre  de  combinaisons  de  m  objets  pris  n  à  «,  il 
est  facile  de  voir  que  l'on  a 

en  —^—  m(m  — i)...(m  — /2H-0  _  ml , 

'"""  P,.  ~  I.2.3.../2  —  {m—n)ln\  —^'"'"' 


et  que  si,  par  suite,  on  fait  a  -{-  (3  =  m,  on  a 

ml 


C»  -  c"»  _  J^  . 

^m  —  ^m  —   — TTT.  • 
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En  effet,  supposons  que  l'on  connaisse  C"„^  pour  obtenir'A"^ 
il  suffira,  dans  chaque  combinaison,  de  permuter  les  n 
objets  qu'elle  renferme,  car  les  combinaisons  sont  des  arran- 
gements considérés  comme  identiques,  lorsqu'ils  ne  diffè- 
rent que  par  l'ordre  des  objets;  on  a  donc 

^m  /\  ^n  ^m  5 

d'où  l'on  déduit  les  formules  précédentes. 

Sur  une. méthode  générale  suivie  dans  les  recherches 
d'Analyse  combinatoire. 

Le  but  de  l'Analyse  combinatoire  est  de  calculer  le 
nombre  des  groupes  que  l'on  peut  former  en  arrangeant 
des  objets  d'une  manière  déterminée.  Ce  nombre  peut  s'ob- 
tenir directement  dans  un  grand  nombre  de  cas,  mais  la 
plupart  des  auteurs  ont  substitué  aux  méthodes  directes 
une  marche  qui  conduit  plus  sûrement  au  résultat  et  à  la- 
quelle on  est  même  forcé  d'avoir  recours  dans  un  grand 
nombre  de  cas,  où  la  recherche  directe  ne  conduirait  qu'à 
des  résultats  impossibles  à  calculer.  C'est  ainsi  que  le  pro- 
duit 1 .2.3.  .  .«,  qui  représente  le  nombre  des  permuta- 
tions de  n  objets,  serait  impossible  à  évaluer  si  n  représen- 
tait un  nombre  tel  que  looo  ou  loooo,  la  longueur  des 
opérations  à  faire  devenant  un  obstacle  presque  insurmon- 
table. 

La  méthode  iildirecte  dont  je  veux  parler  consiste  à  con- 
sidérer la  quantité  que  l'on  veut  évaluer  comme  le  terme 
général  du  développement  d'une  fonction  en  série  ordon- 
née, suivant  les  puissances  ascendantes  d'une  variable  x. 
Pour  donner  tout  de  suite  une  idée  de  cette  méthode,  je  vais 
en  faire  l'application  à  la  recherche  du  nombre  de  com- 
binaisons de  m  objets  pris  n  h  n. 
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Si  l'on  considère  le  produit  (i  -hax){i  -h  bx)...(i -{- Ix) , 
dans  lequel  le  nombre  des  facteurs  est  w,  il  est  clair  que  le 
coefficient  de  x"  sera  la  somme  des  produits  obtenus  en  mul- 
tipliant n  des  lettres  «,  ^,  c, . .  . ,  /  entre  elles  de  toutes 
les  manières  possibles  ^  ces  produits  spnt  en  nombre  égal  à 
celui  des  combinaisons  de  m  objets,  pris  n  h  n.  Si  donc  on 
fait  ar=^=:c=...=  i,le  coefficient  de  a:",  dans  (i  -h  x)*", 
sera  précisément  C^ . 

Posant  alors 

(i)  {i-f-^)-==  n-c;„x-^...-4-Qx''+..., 

on  a,  en  différentiant,  par  rapport  à  x^ 

m(i  ^  x)"'-'  =  C^  -f- .  .  .  -+-  «C-r"-', 
et,  par  suite, 

(2)  m{  I  -f-  .r)-  z:^  (i  -^  ^)  (C,^  -h  .  .  ,  -+-  TzC-r"-  )  ; 

si  l'on  multiplie  ensuite  l'équation  (i)  par  m,  et  si  l'on  iden- 
tifie le  second  membre  avec  celui  de  la  formule  (2),  on 
trouve 

mC=r7^C-f-(/^^-I)C^■^^ 


d'où  l'on  tire 


Comme  on  connaît  à  priori  C;„,  on  en  conclut  facilement 

^/n  î   ^m  V  •  •  • 

La  méthode  en  question  se  réduit  donc  :  i  "  à  trouver  la 
fonction  dont  le  terme  général  ait  pour  coefficient  la  quan- 
tité cherchée  ^  2°  cette  l'onction  étant  connue,  à  former  son 
développement.  La  fonction  en  question  est  ce  que  l'on 
appelle,  d'après  Laplace,  la  fonction  génératrice  de  l'ex- 
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pression  à  calculer.  Laplace  avait  créé,  à  ce  propos,  un  al- 
gorithme spécial,  dont  il  a  fait  un  fréquent  usage  dans  sa 
Théorie  analytique  des  probabilités  ;  mais  le  calcul  des 
fonctions  génératrices  est  aujourd'hui  à  peu  près  oublié, 
parce  que  le  calcul  des  résidus  de  Cauchy  conduit  plus 
sûrement  au  même  but. 

Lorsqu'il  s'agit  de  trouver  le  terme  général  du  dévelop- 
pement de  f[3c)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  àe  f\e^^~'^) 
suivant  les  puissances  de  e*^~^,  ce  développement  étant 
supposé  possible  à  priori,  on  peut  y  parvenir  comme  il 
suit.  Posons 

/  (eV=^)  =r  «0  -f-  «,  e'   v/=^  -4- .  .  .  -H  a„  e^'   '^~ -\- .  .  . 
-h  h,  f-V-'  -i-  .  .  .  _f-  è,^  e-«V-'  -I-  ...  ; 

si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  formule  par 

dt^  et  si  l'on  intègre  entre  des  limites  a  et  a  -H  2  tt, 
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tous  les  termes  du  second  membre  s'évanouiront  à  l'excep- 
tion du  terme  en  e"'^~^  En  eifet, 


eP'\  -'dt=zl  ^=^  \        = 

\PSJ—Ija. 


o, 


toutes  les  fois  que  p  n'est  pas  nul  ^  et,  si  p  est  nul,  la  fonction 
placée  sous  le  signe  f  se  réduit  à  dt  5  par  suite,  l'intégrale 
prend  la  valeur  2  tt  ^  on  a  donc 


f{e-'\^-')e~"'dt  =  a„      (*). 


(*)  Plus  généralement,  si  l'on  a 
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Si  l'on  observe  que  l'on  a,  en  supposant  m  et  n  entiers, 


j. 


f*  «-+-27r  /    ^      ^:      „,  > 


o     SI     m  -^  «, 
ces  m  X  cos  nxdx  =:  \  '^ 

r     si     m^^  n\ 


>-a-+-27r                                               (    O  si      /W>«, 

(«)          /     1                sinm.r  sin«x</jc  =    <  . 

'  Jsc                                                          (    TT  si      mnr/?; 

cosmj:  sin//.rr/x  =  o. 


X 


on  trouvera  facilement  lé  terme  général  du  développement 
de  f{x\  sous  la  forme 

i  /(ir)  =  Ag-i-  A,  cosx-h  A2COS2jr  -f-...-f- A„  cos/z.r  -f-... 
f  -f-  B,  sinor  -h  B2  Unix  -[-...-f-  B„sin/?.r  +..., 

lorsque  l'on  saura  à  priori  que  ce  développement  est  pos- 
sible, en  suivant  une  marche  analogue  à  celle  qui  nous  a 
conduit  au  développement  dey(e'^~*).  Si  l'on  multiplie, 
en  effet,  par  coswjcles  deux  membres  de  (^),  et  si  l'on  in- 
tègre entre  les  limites  a  et  a  -f-  2  7r,  il  viendra,  en  vertu 
de  (a), 

J/»  a  -»-  2T 
I  /(x)  cos/?j:<'/x  =  7rA„, 

Cf. 

d'où 


— r  -    /  f(x)cosnxdx. 


on  sait  que 

Or 


L'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  contenant  l'origine  dans  son 
intérieur,  quand  ce  contour  se  réduit  à  un  cercle  dont  le  rayon  est  l'unité, 
on  retrouve  le  résultat  précédent. 
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Il  y  a  exception  pour  le  premier  coefficient  Ao,  et  l'on  a,  en 
intégrant  de  a  à  a  H-  2  tt, 

j        r»  ce  -h  27r 
Ao=r—     /  /{x)dT. 

on  trouve,  d'une  façon  tout  à  fait  analogue, 

-      /»  a  -H  27r 
B„  rzz  —    /  f{^)  î^iiï '^-^ ^^ 

et,  par  conséquent, 

f  [.x)  ^=  —    1  f[oc)dx  -\-  \  cosnx    I  f[x)  cosnxdx 

œ 

-f- \  sinw.r   /  f  [x)  ^m  n  a:  d.K  ^ 
I 

toutes  les  intégrales  étant  prises   entre  les  limites  a   et 

a  H-  277. 

Nous  terminerons  ces  considérations  par  un  beau  théo- 
rème dû  à  Parseval.  Si  l'on  a 

en  faisant  le  produit  de  ces  deux  formules  et  en  intégrant, 
depuis  t  ---  a  jusqu'à  f  ::=  a  -f-  2  tt,  on  trouve 


-        /»  a  -i-  2  :t  


Cette  formule  permet,  comme  on  le  voit,  de  trouver  la  va- 
leur de  la  série  dont  le  terme  général  est  a^  è„,  quand  on 
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connaît  les  valeurs  des  séries  (supposées  convergentes, 
lorsque  le  module  de  x  est  i),  dont  les  termes  généraux 
sont  a„  a:"  et  bn  x"^  et  c'est  en  cela  que  consiste  le  théorème 
de  Parseval  (*). 

Évaluation  approchée  de  P„„  C"„  et  A',^,  lorsque  m  et  « 

sont  très-grands.  • 

Lorsque  l'on  veut  évaluer  l'un  des  nombres  P,„  -- 1 . 2 . .  .m, 
Qln  OU  A^,  on  se  trouve  souvent  arrêté  par  la  longueur  des 
calculs  provenant  de  ce  que  m  et  n  sont  de  grands  nombres^ 
Stirling  a  fait  connaître  une  formule  approchée,  bien  suffi- 
sante dans  la  plupart  des  cas,  et  qui  ramène  le  calcul  de  P^, 
C^,  A^  à  celui  de  l'expression  très-simple  7i"y/27r/ie~", 
qui  est  à  peu  près  égale  à  i .  2 . 3 .  .  .  w.  La  formule  de  Stir- 
ling, dont  la  démonstration  a  été  rendue  rigoureuse  dans 
ces  derniers  temps  par  Cauchy,  a  été  l'objet  de  travaux 
remarquables,  parmi  lesquels  nous  citerons  ceux  deLaplace, 
de  Poisson,  de  Cauchy,  de  MM.  Serret,  Liouville,  Bi- 
net,  etc.  Ces  géomètres  sont,  en  général,  partis  de  la  for- 
mule 

I  .  2  .  3  .  .  .  «  =    /        x'^c'^dx. 


La  méthode  que  ijous  allons  indiquer  nous  a  paru  à  la 
fois  la  plus  simple  et  la  plus  rigoureuse-,  elle  a,  du  reste, 
l'avantage  d'être  une  application  immédiate  des  principes 


(*)  On  pourrait  aussi  énoncer  le  théorème  de  Parseval  en  disant  que  si 
les  séries,  dont  les  termes  généraux  sont  «„x"  et  b^x~"y  sont  convergentes  le 
long  d'un  cercle  de  rayon  R  et  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  et  ont  pour  valeurs 
respectives  fi^x)  et  ^{x\  la  série  dont  le  terme  général  est  a„  *„  a  pour 

valeur  (^  ^ — '-^ — : ,  le  résidu  étant  pris  à  l'intérieur  du  cercle  en  ques- 
tion. 
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que  nous  venons  d'exposer;  on  a 


^r,x  —    I    _^ ^; h-  ...  H ^ f- 

I  1.2  i  .7..6.  .  .n 


Changeant  x  en  cost  -h  \j —  i  sinf,  ou  en  e*^    ^,  il  vient 

^nKcos  t-i- \^ —\  sin  t ) —~  |   _; e       '* 


1.2  1.2.3.../2 


Conformément  à  l'esprit  de  la  méthode  générale  donnée 

plus  haut,  nous  multiplierons  par  — e'^^^'^dt  les  deux 

membres  de  cette  formule  et  nous  intégrerons  de  —  tt  à 
-f-  TT.  Nous  aurons  alors 

— -  /  ^n{i.osi-h\/—\s\nt)—nty/—i^^ 

1  .2.3.  .  .n        2 TT  J_ ^  ' 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  observant  que  les  éléments 
réels  de  l'intégrale  sont  égaux  deux  à  deux  et  que  les  élé- 
ments imaginaires  s'entre-détruisent, 

n"         I  r^ 

=  -   1      e"*'''^ 'cos  n(t—  sint)dt. 

1.2.6. ..n        ttJo 

On  peut  observer  que  cost  est  égal  à  i  —  2  sin^  -  t;  si  l'on 
pose  alors 


sm  —  tz=z 

2 


on  trouve 


:) 5 =2-1     e-î9'/»cos2/2f  arcsmQ  —  9  y/ 1  —  0=^  J -, 

'  1.2.3. ..n  TzJ  Vi— fi-^ 
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or  on  a 

arc  smô  =  9  4-  _  _  +  _-  — -  -+- . 
3  2        5  2.4 

)3 !_   fi&_ 


ôi/i— e»  =  o 

2      2.4 

On  peut  donc  écrire,  au  lieu  de  l'équation  (i), 

5 —  -    /      e-='"^'cos2/?    -93+tu  , 

I.2.3.../^        ttJ^  V3  1^1  — B' 

Où  désignant  un  ensemble  de  termes  contenant  Ô%  au  moins 
en  facteur.  Du  reste,  la  série  w  est  toujours  convergente 
quand  Q  varie  de  o  à  i,  excepté  pour  x  =  i-^  mais,  négli- 
geant le  dernier  élément  de  l'intégrale,  on  ne  néglige  qu'une 
quantité  infiniment  petite,  en  sorte  qu'il  n'est  pas  néces- 
saire d'avoir  égard  à  la  divergence  de  la  série  dans  ce  cas 
extrême.  Si  maintenant  on  pose 

on  trouve 


(2) 


n^e-^'slin         2    H'^'' 


.2.3 


hn  2    fV2«         .  /2  I  \  dx 

=  -   I  e-^"cos  I  TT  x^  — iizr  -h  w  \ : 


V 


2/2 


que  l'on  fasse  maintenant  «  :=r  00  ,  le  second  membre  de 
cette  formule  tendra  vers  la  valeur  de  l'intégrale 


(3)  \    f^  e--'dx. 


TT 


Pour  établir  cette  proposition  en  toute  rigueur,  on  dé- 
composera l'intégrale  de  la  formule  (2)  en  deux  autres  :  la 
première  aura  pour  limites  zéro  et  y/ 2/1  par  exemple,  la  se- 
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conde  aura  pour  limites  \J^n  e\  sjin-^  il  est  facile  de  voir 
que  cette  dernière  est  nulle  ^  en  effet,  elle  est  moindre  que 

'  e-{^n)^ -J- ou     e-C^'")*  sl'^ni arcsin  ^- )  • 

y  in 


mais  le  produit  e~(^"^'  y/2  n  a  pour  limite  zéro  quand  n  est 
infini  -,  il  en  résulte  que  l'on  peut  écrire,  au  lieu  de  (2), 


nP^e—^slin         2    Ç 
1.2.3.     .n   "  TT  . /^ 


,         I  2 

e~*  CCS 


-^  V^2  7Z  /    4    /  -^^ 

V  2« 


Cette  fois  on  peut  affirmer  que  le  facteur  de  e~^'(ix,  sous 
le  signe  J^  reste  toujours  de  la  forme  i  -ht,  en  désignant 
par  6  une  quantité  qui,  pour  tz  =r.  00  ,  s'évanouit  \  on  a  donc 

n"e-"sJQ.n         2    /*°® 

lim =  —    I       e'^'d.x     pour     n  =---  co  . 

i.2.3...A<        ttJ^, 

Si  l'on  remplace  l'intégrale  bien  connue  qui  figure  dans  cette 
équation  par  sa  valeur  -  y  tt,  on  a  enfin 


I  lim ^ =  1. 


On  voit  donc  que,  si  n  est  très-grand,  n"e~"  ^2 un  est  une 
valeur  approchée  de  i.2.3...7z.  Je  vais  maintenant,  en 
suivant  une  analyse  développée  par  M.  Serret,  montrer  que 
cette  valeur  est  extrêmement  approchée ,  lors  même  que 
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n  n'est  pas  très-grand;  posons 


il  en  résulte 


(")  ....3...« 


n  -f-  i)"''^''  i  / e, 


ff{n  -h  i)  y   /z  H-  I 

OU,  en  prenant  les  logarithmes  népériens, 

logy(/z)  — log(p(/z-f-i)  =  — /2log(i-f-  ^)  —  ^ïog(i  +  M  -hi; 
d'où,  changeant  «  en  «  -f-  i , .  .  . , 

l0g<p(/Z-+-l) l0g(J)(/2  -4-  2) 

log(p(rt  -t-  2)  —  logo(/z  -+-  3) 

—  _  («  _f-  2)  log  (  iH L_  \  _  1  log  (  iH î —  )  +  I  ï 

^"\         n-\-ij        2^\         n->rl] 

En  ajoutant  ces  formules  et  en  observant  que  logcp(/i-i-m) 
tend  vers  zéro  pour  m  =  oo  ,  en  vertu  de  l'équation  (i),  il 
vient 

m 

log?(«)=— lim     >  (/«-h/wjloghH-— ^j 

o 

m 

+  ÎSH'(>+--:^) -('«  +  ■)} 

o 

Si   nous    développons   les    logarithmes   par  la  formule 
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connue 

l(l-\-x)z=zx 1 h.  .  .  , 

il  vient 

m  m 

logT(«)  =  lim  [1  J  -~|-^j  -  i  ^  ^y^,  +  .  .  . 

o  o 

m  m 

1  Zàu  -\-  m        ^^{n-hfny  J 

o  o 

c'est-à-dire 

logT(«)  =  -  1^  51  {^''^'  '^^^  (r^^Y  ~  ■  •  • 

O                                                                         O 
-t  /^-»  Y     __i ...    ; 

o 

on  en  conclut,  en  remplaçant  çp(7i)  par  sa  valeur  (2), 
\  .1.3.  .  .nz=z  n''e~''  \li'nne'^^"\ 

CT  désignant  la  quantité 

05  00 

(3)     ='(«)=-^2,{«  +  m)'^T^Z(«  +  '«)'"^''' 

O  o 

Cette  quantité  cr  est  inférieure  à  son  premier  terme,  le- 
quel est  lui-même  inférieur,  comme  l'on  sait,  à 


I    /i  I  I 

—  [--\ h  7-  +  .  .  . 

12  \n        m       ^n 


I 

ou  a      77—; 


donc  on  pourra  poser 

(4)  1.2.3    .  ./i=z  n^e-"  ^iTtn  {\ 
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et  la  quantité  e  sera  inférieure  à^; 1 —  (^)  -l----^de 

sorte  que,  si  n  est  assez  grand,  l'erreur  relative  sera  à  peu 

près  ^  •  Cette  erreur  est  tout  à  fait  insignifiante  dans  les 

applications-,  on  peut  du  reste  l'évaluer  au  moyen  de  la 
formule  (3). 

La  formule  (4)  est  surtout  utile  pour  évaluer  le  nombre 
des  combinaisons  de  m  objets  pris  n  k  n  quand  m  et  n  sont 
très-grands.  On  a  en  effet,  à  peu  près, 


m!  m"  I  m 

""        {m  —  n)\n\        n" [m  —  n)'""  \    2.'r: n{m  —  n) 

La  quantité  A^  s'évaluerait  d'une  façon  analogue. 


Des  combinaisons  dans  lesquelles  entrent  des  objets 
de  même  nature  et  de  nature  différente. 


Problème  L  —  Tj'ous^ei'  le  nombre  de  manières  dis- 
tinctes dont  on  peut  ranger  m  objets  dont  a.  sont  identiques 
à  a. 

Les  objets  en  question  pourraient  se  ranger  de  P,„  =  m! 
manières  différentes  s'ils  étaient  tous  différents;  mais 
comme  a  d'entre  eux  sont  identiques  à  a,  il  est  clair  que  si 
l'on  considère  l'un  des  groupes  et  que  si  l'on  y  permute  les 
objets  a,  on  obtiendra  P«  ou  a  !  résultats  identiques  \  met- 
tant de  côté  ce  groupe  et  ceux  que  l'on  en  déduit  par  les 
permutations  des  objets  «,  on  pourra  répéter  la  même  opé- 
ration sur  un  second  groupe,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce 
qu'on  les  ait  tous  mis  de  côté  ;  il  est  clair  que  l'on  aura  ainsi 

formé  —  systèmes  de  groupes  identiques.  Le  nombre  de 
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groupes  distincts  que  l'on  peut  former  avec  m  objets  dont 

Î7l  ! 

a  sont  identiques  à  a  est  donc  —-  • 

Problème  II.  —  Trou\>er  le  nombre  de  manières  dis- 
tinctes dont  on  peut  ranger  m  objets  dont  ol  sont  identiques 
à  «,  dont  (3  sont  identiques  à  b^  dont  y  sont  identiques 
à  c,  etc. 

Supposons  d'abord  tous  les  objets  distincts,  il  y  aura 
P,„  manières  de  les  ranger^  nous  avons  vu  que,  si  l'on  en 
supposait  a  identiques  à  a,  les  P„,  groupes,  d'abord  différents, 

se  partageaient  en  ~  systèmes  de  groupes  identiques  \  par 

"a 

suite,  nous  n'avons  plus  en  définitive  que  -^  groupes  dis- 

tincts.  Si  nous  supposons  maintenant  que  (3  objets  devien- 
nent identiques  à  Z>,  en  permutant  dans  l'un  des  nouveaux 
groupes  les  objets  è,  on   obtiendra  Pp  groupes,  que  l'on 

pourra  mettre  de  côté,  et  faisant  partie  des  ~  groupes  que 

nous  avons  considérés  comme  seuls  distincts.  En  opérant  de 
la  même  façon  sur  l'un  des  groupes  que  l'on  n'a  pas  mis  de 
côté,  on  obtiendra  encore  P^  résultats  identiques,  et  ainsi 
de  suite  ^  donc,  en  définitive,  le  nombre  des  résultats  dis- 
tincts, lorsque  a  objets  sont  identiques  à  a  et  que  |3  objets 

Pm  m\ 

sont  identiques  à  ^,  est  — ^  ou  -— -j  ;  en  supposant  main- 

tenant  que  y  objets  deviennent  identiques  à  c,  on  trouvera, 

pour  le  nombre  des  résultats  distincts,       /"      ou  >  et 

l'a  "^  "y        a  '  p  !  7  ! 
ainsi  de  suite. 

On  peut  encore  arriver  à  ce  résultat  comme  il  suit  :  con- 
sidérons le  produit 

(  «  H-  6  -+- c  -h  .  .  .  -4- /)  («' -h  ^z' H- c' -h  .  .  .  -h  /' ) 
X(«"4-è"-hc"-f-...-f-r)..., 
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dans  lequel  le  nombre  des  facteurs  est  m*,  le  terme  géné- 
ral de  ce  produit  se  composera  de  a  facteurs  a,  de  j3  fac- 
teurs è, .  .  . ,  de  A  facteurs  /,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 


Si  Ton  suppose 

az=:a'—  a".  .  .  ,      b  =:  b' z==  b"  —  .  .  .  , 

tous  les  termes  où  entrent  a  facteurs  a,  /3  facteurs  b^  etc.,  de- 
viennent identiques  et  égaux  à  a'^h^c'^^.  .  .,  qui  se  trouvera 
ainsi  répété  autant  de  fois  que  l'on  peut,  sur  les  lettres 
û,  ^, ,..,/,  en  prendre  w,  et  les  arranger  de  manière  que  a 
soient  identiques  à  «,  (3  identiques  à  Z»,  etc.  Ainsi  le  coef- 
ficient de  a*Z>PcT. . .  Z"^  dans  (a  -h  Z>  -}-  c  -h  .  .  .  -4-  /)'"  est  le 
nombre  de  manières  dont  on  peut  ranger  m  objets,  dont  a 
sont  identiques  à  rt,  etc.^  il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  ce 

m! 
coefl&cient,  dont  la  valeur  est  bien     .  ^  ,  ' ,  »  ainsi  qu  il  a 

a!  p!.     .a!  ^ 

été  prouvé  en  Algèbre. 

Lorsque  m,  ol^^^.  .  .  sont  de  grands  nombres,  la  formule 
de  Stirling  fera  connaître  le  résultat  avec  une  approximation 
suffisante,  en  la  bornant  à  son  premier  terme  pour  l'évalua- 
tion de  chacun  des  facteurs  a  !  (3  ! ...  w  ! 

Problème  III.  —  Trouver  le  nombre  de  groupes  dif- 
férents que  l'on  peut  former  en  prenant  n  lettres  sur 
s  lettres  données,  les  s  lettres  se  composant  de  a  lettres  a, 
(3  lettres  è,  y  lettres  c, .  .  . ,  A  lettres  l. 

Nous  regardons  comme  identiques  deux  groupes  conte- 
nant le  même  nombre  de  lettres  a,  le  même  nombre  de 
lettres  b^  etc.  Supposons  d'abord  les  s  lettres  considérées  dis- 
tinctes, le  norobre  des  groupes  contenant  n  lettres  sera  C"; 
supposons  maintenant  que  a  lettres  deviennent  égales  à  a, 
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les  combinaisons  distinctes  seront  d'abord  les  combinaisons 
qui  ne  contiennent  pas  a  et  qui  sont  les  combinaisons  de 
s  —  a  lettres  n  k  n  dca  nombre  de  C"_«,  puis  les  combinai- 
sons contenant  a  une  fois  :  ces  combinaisons  s'obtiennent 
en  ajoutant  la  lettre  a  aux  combinaisons  de  5  —  a  lettres 
prises  n  —  i  k  n  —  i^  elles  sont  au  nombre  de  C^Za?  etc.^ 
le  nombre  des  groupes  distincts  que  l'on  pourra  former,  si 
a  lettres  deviennent  égales  à  a,  sera  donc 

Cn  j^  pli  —  t      j^  1^  p/z  —  a 

s~  a.  ~r-  l^i-  _  a     i~  •  •  •     >     ^^s  —it 

en  arrêtant  cette  suite  dès  que  l'exposant  de  C  devient  in- 
férieur à  zéro  (s'il  y  a  lieu). 

Si  non-seulement  a  lettres  deviennent  égales  à  «,  mais 
encore  si  j3  lettres  deviennent  égales  à  ^,  on  trouvera  le 
nombre  des  groupes  distincts  en  observant  que  C"_a_p  est 
le  nombre  des  groupes  où  n'entrent  ni  «  ni  b\  que,  en  gé- 
néral, si  Qi^j  indique  le  nombre  des  groupes  où  a  entre  i  fois 
et  b  j  fois,  les  groupes  en  question  se  composeront  des  com- 
binaisons de  s  —  a  —  (3  lettres  prises  n  —  i — j  k  n  —  i — y, 
à  la  suite  desquelles  on  écrit  i  lettres  a  et  j  lettres  b  -,  donc 


Le  nombre  cherché  sera  donc 


'>j 


où  l'on  devra  faire  varier  i  et  j  de  zéro  à  a  et  de  zéro  à  (3, 
en  convenant  de  faire  C^  =  o  toutes  les  fois  que  q  <^o. 

On  voit  sans  peine  comment  on  étendrait  cette  solution 
au  cas  général. 
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Introduction  à  la  théorie  des  séries  trigonométriqnes. 

Daniel  Bernoulli,  dans  l'étude  du  mouvement  des  cordes 
vibrantes,  a  été  conduit  à  représenter  certaines  fonctions 
au  moyen  de  séries  procédant  suivant  les  sinus  et  les  cosinus 
des  multiples  d'un  même  arc.  Euler,  en  s'occupant  de  la 
même  question,  a  donné  l'expression  des  coefficients  de  ces 
séries;  il  est  juste  de  dire,  toutefois,  que  d'Alembert  avait 
déjà  indiqué  aux  géomètres  la  manière  de  résoudre  cette 
question   en   montrant   comment   on   pouvait   trouver  les 

coefficients  du  développement  de  (i  -+-  a  cosx  H-  a')  %  or- 
donné suivant  les  cosinus  des  multiples  de  x.  Plus  tard, 
Lagrange  fît  connaître  une  formule  toute  semblable  à  celle 
d'Euler,  en  généralisant  sa  méthode  d'interpolation.  Enfin 
Fourier,  à  propos  de  ses  recherches  sur  la  chaleur,  donna 
une  extension  très-grande  à  la  théorie  des  séries  trigono- 
métriqnes ;  mais  c'est  à  Dirichlet  que  l'on  doit  les  premiers 
raisonnements  rigoureux  qui  aient  fixé  le  sens  des  formules 
découvertes  par  les  géomètres  que  nous  venons  de  citer. 
Cauchy,  en  s'aidant  du  calcul  des  résidus,  a  donné  des  for- 
mules très-générales  qui  lui  ont  permis  d'aller  encore  beau- 
coup plus  loin  dans  cette  voie.  Nous  allons  ici  présenter  la 
méthode  que  Dirichlet  a  fait  connaître  dans  le  Journal  de 
Crelle,  t.  IV,  p.  166. 

Désignons  pary(x)  une  fonction  quelconque  de  x  assu- 
jettie à  être  finie  entre  les  limites  a  et  è  de  a:;  nous  la  sup- 
poserons, déplus,  positive  et  continue;  du  reste,  sa  dérivée 
pourra  être  infinie  ou  indéterminée,  enfin  elle  pourra  être 
discontinue  aux  limites  a  et  b.  Cherchons  la  valeur  de  l'in- 
tégrale 

sin  0)  r 


J  a 


sm  .r 


d.r. 
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dans  laquelle  w  est  un  nombre  positif  qui  croît  indéfini- 
ment. Cette  intégrale  se  rencontre  fréquemment,  comme 
nous  le  verrons  dans  le  calcul  des  probabilités. 
Si  l'on  pose  (àx  =  t,  il  vient 


sm 


et  l'on  peut  décomposer  l'intégrale  en  une  série  d'autres  de 
la  forme 


La  dernière  de  ces  intégrales  seule  aura  des  limites  dont  la 
différence  pourra  ne  pas  être  2?:^  mais,  si  o)  est  infini,  on 
pourra  négliger  cette  dernière  intégrale,  pourvu  que  b  ne 
soit  pas  un  multiple  de  ::,  parce  que  le  sinus  qui  est  au 
dénominateur  s'annulerait.  Laissons,  pour  le  moment,  cette 
difficulté  de  côté.  Si,  de  plus,  sina:  ne  s'annule  pas  entre 

les  limites  a  et  Z>,  sin  -  conservera  le  même  signe  entre  les 

limites  a-+-27ri  et  a-\-  2T:{i  -h  i)-^  alors  il  est  clair  qu'en 

remplaçant par  son  maximum  -  M  dans  les  éléments 

sin  - 

positifs,  et  par  son  minimum  -m  dans  les  éléments  négatifs 

de  l'intégrale  A,,  cette  intégrale  ne  pourra  qu'augmenter; 
mais,  dans  cette  hypothèse,  elle  se  réduit  à  M  —  m  en  valeur 
absolue  ;  on  a  donc 

1. 
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et 


1-<1 


(M— m) 


ou,  en  désignant  par  ^x  la  plus  grande  des  quantités  M  —  m^ 

V<fx(^»-«); 

or,  la  fonction  ^^—  étant  continue,  a  tend  vers  zéro  quand 
^  sin.i?  '  ^ 

w  croît  :  la  limite  de  V  est  donc  zéro  pour  w  =:  oo  .  Nous 
avons  supposé  f{x)  positif,  mais  le  raisonnement  s'ap- 
plique encore  au  cas  où.f{x)  serait  négatif.  Sif(x)  pouvait 
passer  du  positif  au  négatif  dans  l'intervalle  compris  entre 
a  et  ^,  en  décomposant  l'intégrale  V  en  plusieurs  autres 
dans  lesquelles  y  (x)  conserverait  le  même  signe,  on  verrait 
que  V  est  encore  nul,  pourvu  toutefois  que  f{x)  ne  passe 
pas  une  infinité  de  fois  du  positif  au  négatif  dans  l'inter- 
valle en  question. 

Tout  change  lorsque  sinjc  s'annule  entre  les  limites  a 
et  b.  Supposons  d'abord  sina  =  o  et  sino:  différent  de  zéro 
entre  a  et  ô,  l'intégrale  V  peut  alors  se  décomposer  en  deux 
autres,  l'une 


'/(■r)'^^d.. 


et  l'autre  \"  prise  entre  les  limites  a  -}-  e  et  ^,  qui  est  nulle, 
lors  même  que  e  est  très-voisin  de  «,  ce  que  nous  suppo- 
serons; alors  on  a  V  =  V,  et  la  formule  précédente  peut 
s'écrire 


Ja  sm.r 


CHAPITRE    I.    —    ANALYSE    COMBINATOIRE.  21 

l  désignant  un  nombre  compris  entre  a  et  a  -{-  s.  Du  reste, 
a  étant  de  la  forme  Att,  k  désignant  un  nombre  entier,  on 
peut  poser  j?  ==  «  -h  6,  et  l'on  a 

^   Vo      sm^e  +  «) 
Si  a  est  égal  à  zéro,  on  aura 

Cette  formule  aura  encore  lieu  si  w  est  un  nombre  impair 
indéfiniment  croissant^  nous  nous  placerons  dans  cette  der- 
nière hypothèse  qui  se  trouve  réalisée  dans  la  pratique.  Or, 
la  limite  e  étant  très-petite,  sin0  peut  être  remplacé  par  9 
sous  le  signe  y^  il  suffit,  pour  l'exactitude,  d'écrire 


-^'»(.i)r^ 


r/Q. 


Yi  désignant  un  arc  compris  entre  zéro  et  e,  mais  sans  qu'il 
soit  nécessaire  de  reprendre  des  raisonnements  déjà  faits 
tout  à  l'heure,  il  est  facile  de  voir  que 


X 


"^  sinwô    , 


est  nul  pour  w  =  co  ^  on  peut  donc  écrire 

et,  si  l'on  observe  que  l'intégrale 

sin  wô 


£ 


dQ 
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est  égale  à  -,  quel  que  soit  o),  on  aura 

V  =  :-/(«). 

Le  résultat  auquel  nous  venons  d'arriver  est  applicable  évi- 
demment à  la  limite  b. 

On  peut  déduire  de  là  les  conséquences  qui  suivent  : 
i*'  Quel  que  soit  w,  pourvu  qu'il  augmente  indéfiniment, 


./        ^    '    sm.r 


tend  vers  zéro  si  a  et  è  ne  comprennent  pas  entre  eux  de 
multiples  de  tt.  Si  a  est  nul,  on  a 

V  =  ^/(o); 

enfin,  si  a  et  è  sont  de  signes  contraires,  mais  sont  moindres 
que  TT  en  valeur  absolue,  on  a 

en  effet  l'intégrale  V  peut  se  décomposer  en  deux  autres 

ayant  la  limite  commune  zéro,  et  toutes  deux  égales  à  -f(o). 

2°   Si  w  désigne  un  nombre  impair  infini,  V   est  nul 
toutes  les  fois  que  a  et  ^  ne  comprennent  pas  entre  eux  de 

multiple  de  TT^  V  est  égal  à  -f{a)  si  a  est  multiple  de  tt. 


ou  à  -f(b)  si  b  est  multiple  de  tt,  è  —  a  restant  inférieur 

à  TT.  V  est  égal  à  T^f(c)  s\  a  et  b  comprennent  un,  et  un 
seul  multiple  de  tt,  désigné  par  c.  En  effet  l'intégrale  V 
peut  se  partager  en  deux  autres  ayant  pour  limites  c,  et, 

par  suite,  ayant  chacune  pour  valeur  -f(c)  -,  enfin,  si  a  et  ^ 
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comprennent  entre  eux  les  multiples  Ci,  Cg,  C3,...  de  tt,  on  a 

(I)  V=r^[/(c.)-f-/(c,)-f-/(C3]-f-...], 


et  il  faut  augmenter  le  second  membre  de  -f{ci)  ou  de 

-f[b)  si  a  et  b  sont  multiples  de  tt. 

Il  est  à  remarquer  que  rien  ne  suppose  dans  nos  raison- 
nements la  fonction  y  continue^  il  suffit  qu'elle  ne  soit  pas 
sans  cesse  discontinue^  si,  par  exemple,  f{x)  était  discon- 
tinue pour  X  =  c,  on  pourrait  écrire 

et  l'on  conclurait  de  là  que,  si  c  n'est  pas  multiple  de  tt,  la 
discontinuité  de  f[x)  ne  modifie  en  rien  la  valeur  donnée 
plus  haut  de  V  ^  si  c  est  multiple  de  tt  et  si  l'on  désigne  par 
fi^(c)  elft[c)\es  deux  valeurs  de /(a?)  pour  x  =  c,  le  terme 
f(c)  de  la  formule  (i)  devra  être  remplacé  par 

de  sorte  que  la  formule  (i)  peut  encore  s'écrire 

V  -=  ^  [/(«)  -+-/.(^.)  -+-/(^.)  +/.(^.)  -f-Z^O  +.  .  .  -h/(6)], 

fx[c)  etyi(c)  devenant  des  symboles  identiques  kf[c)^  si 
f{x)  est  continu  pour  x  =  c,   et  f{a)',f{b)  devant  être 

remplacés  par  zéro,  si  «  et  ^  ne  sont  pas  multiples  de  tt. 
Enfin  les  conclusions  précédentes  s'appliquent  encore  au 

cas  où.f(x)  serait  delà  forme  9(^)  -+-^(^)  V^--  i,  car  elles 

s'appliquent  séparément  à  cp(:r)  et  à  ^(x). 


COS. 

sin 
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Théorie  des  séries  trigonométriques. 

Nous  avons  vu,  au  §  I  de  ce  Chapitre,  que,  la  fonctiony(x) 
étant  développable  en  série  procédant  suivant  les  sinus  et 
les  cosinus  des  multiples  de  l'arc  .r,  ce  développement  était 
de  la  forme  suivante  : 

—    /  f[.r)cosxdx  -h I   f[T)co^lX(Jx  H-... 

J  ""     J 

I  j{x)sm  X dx  H I   f[x)  sm  2  .r  r/x  -F . . . , 

les  limites  étant  a  et  2  71  H-  a  pour  toutes  les  intégrales. 
Cette  formule  peut  se  transformer  en  une  autre  plus  simple 
si  l'on  fait  entrer  sous  le  signe  J  les  facteurs  cosj:, 
C0S2a:, .  .  .,  sinj:,  sin2x^  mais  pour  cela  il  faut  changer, 
pour  éviter  toute  confusion,  la  lettre  par  rapport  à  laquelle 
on  intègre^  nous  la  remplacerons  par  ^,  et  nous  aurons 

f[x)z=zl.    r/(^),/^_|_i    /  /{E)cosxcosH./H-4-..., 

.27rJ  T.  J 

-h-    I  /(t)  sin.r  sinÇc?j--i- .  .  . 
ou  bien  encore 

/{.r)=:-i-    f/(^)d^-^--    //(E)cos(H-xy^ 

-h   ^     ( f{l)ç09,l{l-x)dl-^.... 

Mais  jusqu'ici  cette  formule  ne  peut  avoir  de  valeur  que  si 
Von  sait  d'avance  que  le  développement  de  f(x)  est  pos- 
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sible  sous  la  forme  d'une  série  trigonométrique.  On  peut 
alors  se  proposer  de  chercher  la  valeur  du  second  membre 
de  la  formule  précédente  lorsque  f(oc)  est  une  fonction 
quelconque,  et  l'on  peut  y  parvenir  à  l'aide  des  considéra- 
tions suivantes.  Pour  plus  de  généralité,  nous  supposerons 
aux  intégrales  des  limites  arbitraires  a  et  Z>,  et  nous  pose- 
rons 

W„^--    f    f[l)dl-^'-     f    f{l)cOS{l-.7:)d^ 

+  -    /     /■(?)cos2;H-xyEH-...+  -    f  f[-c)cosn{ï—x)dB, 

'^  Ja  ^  Ja 

en  limitant  pour  le  moment  la  série  à  ses  premiers  termes, 
afin  de  n'avoir  point  à  nous  embarrasser  des  questions  de 
convergence.  Nous  pouvons  écrire  comme  il  suit  la  for- 
mule précédente  : 

^n^^    f    /(H)  [  ^-+-cos{H-.r)-4-COS2(^-j:)-f... 

-h  cos«(Ç  —  x)    Jç; 
la  quantité  écrite  entre  crochets  peut  être  remplacée  par 


(,)'      " 


sin(2rt  -4-  i)- 

2     . 

_ _  j 

t  —  .r 
2sin 

2 

ce  qu'il  est  facile  de  prouver  en  observant  que,  en  général, 

1 

h  cos«  -h  cos2rt  -h  ...  -h  cosna 

2 

est  égal  à 
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OU,  en  regardant  cette  expression  comme  une  progression 
géométrique,  à 

I  sin(/i  -f-  |)a^ 

2         sinyfl       ' 

on  pourra  donc  écrire  l'équation  (i)  comme  il  suit  : 
l,  sin(2«-f-i)^-^ 

2 

OU  bien,  en  posant  '^-^  x  -\-  it^ 

^Ja~x  smf 

2 

En  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  au  §  précédent,  si  l'on  fait 

71  =  00  ,  la  valeur  de  W„  s'obtiendra  en  ajoutant  les  valeurs 

que  prend  y  (x  -f-  2 1)  ;  quand  on  y  remplace  t  par  les  mul- 

.,         ,                           .                   a  —  X        h  —  X            .a  —  x 
tiples  de  TT,   compris  entre et •>  et  si ou 

sont  des  multiples  de  tt,  il  faut  diviser  par  2  les  résul- 
tats de  la  substitution  relatifs  à  ces  limites. 

^  a  —  X         b  —  X 

Supposons  que et comprennent  entre  eux 

les  multiples  Cj,  Cj, .  .  . ,  c,  de  tt,  on  aura 

a~  X  h  —  X 

(A)  <c,,      c.,...,      r,< 
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OU 

(B)  â!<^2c, -+- j;,      2^2 -l-x,...,      2c,-f-.r<<è, 

et,  par  suite,  d'après  le  théorème  que  nous  venons  de  rap- 
peler, 

\imWn  =  f(x  -t-  2c,)  -h/(j:  -f-  2c,)  -f- .  .  .-\-/(x  -+-  2c,), 

OU,  plus  généralement, 

limW„  =  ^  [A{.T-h2a)-hf^{x  -ir-  2c,)  -{- f,{x -h  2c.) -+- .  .  .], 

si  -■,  sont  multiples  de  tt  et  si  la  fonction  pré- 
sente des  discontinuités. 
Supposons,  en  particulier, 

a<^x<^b,      b — a  ^  7.7c. 

Cette  formule  est  un  cas  particulier  de  (B);  c'est  celui  où 
Cl  =  o  et  où  il  n'existe  pas  d'autres  multiples  de  tt  entre 

a  —  X        b  —  X     , 

et  x  dans  ce  cas  on  a 

2  2 

IimW„=/(a:), 
si  f[x)  est  continu,  et 

limW„=zl[/.(a:)+/,(^)], 

û  f(x)  est  discontinu  ^  si  x  est  égal  à  «  ou  à  /^,  on  a  seule- 
ment 

limW„  ==-/(«)      ou     -f{b)'. 


si  b 


<2  -I-  2  7:,  on  a,  pour  x  =^  a^ 


limW„  =  -  fia)-^-f{a  +  2n). 
1  2 
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Si  l'on  se  reporte  alors  à  la  formule  (i),  en  l'écrivant 
yfn=—    f    /(H)JÇ-4--    f    /(H)cos  (^-x)rfH-h... 

^  -    f    f[l)cosn{l-~x)d^, 
^  Ja 

et  si  l'on  y  fait  /i  =  oo  ,  il  vient 

b  "~T  h 

n  =  1 

pour  toutes  les  valeurs  de  a:,  de  a  et  de  è  satisfaisant  à  la  re- 
lation 

a<^x  <^bf      b  —  «  ^  27r. 

Si,  au  contraire,  x  est  compris  en  dehors  des  limites  a  et  ^, 
la  formule  (2)  cesse  d'être  exacte,  et  son  premier  membre 
est  nul  si  aucune  des  quantités  ^ki: -^  x  n'est  comprise 
entre  a  et  è.  Si  l'on  suppose  a  =  —  tt,  b  =  -\-  t:  et  x  com- 
pris entre  —  tt  et  -h  tt,  on  a 

=—  PV(^)rfH+y"^^i^  pV(?)cos«çrfç 

V^"   sin//.r    r'^''  .,,,    .       ,^ 

■+-  00 

—  00 
-f-  00 
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Ces  dernières  formules  semblent  bien  moins  générales  que 
l'équation  (2)  ;  mais  il  est  facile  de  montrer  qu'elles  sont, 
au  fond,  identiques,  et  que  l'on  peut  remonter  de  ces  der- 
nières à  l'équation  (2)  ;  admettons  que  l'on  ait,  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  tt  et  -+-  7:, 

(3)  27r/(.r)=.^     /""''/(  Ç)c0S/3(?-.r)  JÇ. 

Si  l'on  pose 

l^  —  a-\-r,      X  —  a -h  t,    f  {a  -h  t)  =zY{t)^ 
on  aura 

27rF(^)=:\     /  F{T)cosn{r—  t)dr, 

^^  J —  a  —  TT 

—  00 

et  cette  formule  a  lieu  quelle  que  soit  la  fonction  F  et  pour 
les  valeurs  de  t,  comprises  entre  les  limites  —  a  —  tt  et 

—  a -h  TT  arbitraires,  différant  de  2  7T^  F(f)  étant  arbi- 
traire, nous  pouvons  définir  cette  fonction  par  la  condition 
d'être  égale  à  zéro,  quand  t  varie  de  h  à  —  a  -f-  tu  et  de 

—  a  — t:  ka^  et  égale  k  f[r)^  quand  r  varie  de  a  à  &  ^  on  a 
alors,  en  négligeant  dans  les  intégrales  les  portions  nulles, 

277/(0=^    r    f{z)cosn{r-t]dT, 

—  00 

pour  toutes  les  valeurs  de  t  comprises  entre  a  et  è  ^  ce  qui 
est  la  formule  (2).  Nous  terminerons  cette  discussion  en 
faisant  observer  que  le  second  membre  de  la  formule  (2), 
qui  a  pour  valeur  f(x)^  quand  x  est  compris  entre  a  et  ^, 
représente  naturellement  une  fonction  périodique,  dont  la 
période  est  27r;  en  sorte  que  le  second  membre  de  la  for- 
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mule  (2)  est  une  série  convergente,  que  nous  venons  d'ap- 
prendre à  sommer. 

Rappelons-nous  que  f{x)  peut  être  discontinu,  mais  ne 
doit  pas  être  infini  entre  les  limites  a  et  è  ;  mais  elle  doit 
avoir  un  nombre  limité  de  maxima  ou  de  discontinuités. 
Ainsi  l'on  peut  prendre  pour  f{x)  une  fonction  égale  à  i, 
quand  x  varie  de  zéro  à  tt  et  à  —  i ,  quand  x  varie  de  —  tt 
à  zéro^  la  formule  (3  )  donne  alors 

/(x)  = —  \   I  —   /        cos«(Ç  —  jc)dx -\-   j      cosn{l  —  jrj^fx  1 
OU 

^,    ,       4  /sinx       sin3.r       sinSx  \ 

pour  a:  =  o  ^  la  valeur  du  second  membre  doit  être 

OU  zéro,  ce  qu'il  est  facile  de  constater,  et  pour  x  =  tt  on 
doit  avoir h  -  5  c'est-à-dire  encore  zéro  5  pour  x 


TT 
2  2  *  2 

on  doit  avoir  i  ;  donc 


TT   II  I 

ce  que  l'on  savait  déjà. 

Ces  formules  s'étendent  facilement  au  cas  de  plusieurs 
variables^  leurs  applications  à  toutes  les  branches  des 
sciences  mathématiques  et  physico- mathématiques  sont 
innombrables  ^  nous  nous  bornerons  ici  aux  seuls  dévelop- 
pements qui  intéressent  l'analyse  des  chances. 
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Formule  de  Fourier. 

Reprenons  la  formule  (2)  du  paragraphe  précédent  et 
faisons  a  =  o,  b  =p  21:^  nous  aurons 

—  00 

et,  en  posant 

ln{r  —  a)  li:  [t —  a) 

ç  = ,        X  = , 

h  —  a  h  —  a 

il  vient 

^/'27tt—  T-TtaX  I    V     r^/       r—a\  1v:{t  ~  t)  ii:  dx 

^\      b-a     )  =T.LJ.  ^\^''V-l,r"'-T=^JZra^ 

en  posant 

et  en  réduisant,  il  vient 

OCp 

et  cette  formule  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  t,  com- 
prises entre  a  et  è,  car  l'équation  (i)  avait  lieu  pour  les  va- 
leurs de  X  comprises  entre  zéro  et  2  7T^  et  quand  on  sup- 
pose X  compris  entre  zéro  et  tt,  il  faut  supposer  t  compris 
entre  a  elb. 

Rien  n'empêche  maintenant  de  faire  «  =  —  00  ,  b  =  ce 
et  de  poser 


b  —  a  h  —  a 
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alors  l'équation  (2)  s'écrit 


(3) 


/H- 30       /»  -hoo 
I  (f{r)  €OS in u{t  —  t)dT du, 

-  oc       J —  00 


Et  l'intégration,  par  rapport  à  t,  doit  être  effectuée  la 
première,  comme  cela  résulte  de  notre  mode  de  démonstra- 
tion. La  formule  (3)  est  celle  que  l'on  appelle  Informulé  de 
Fouîier  ;  on  peut  lui  donner  la  forme 

OU  bien  encore 

(4)       r^f}=~    f^"    f      "  f{t)e^('-')^~'^drdu     (*). 


(*)  C'est  ici  l'occasion  de  rectifier  une  erreur  généralement  répandue 
parmi  les  physico-mathématiciens  et  chez  les  meilleurs  esprits.  On  a  cru 
pouvoir  déduire  de  (4)»  en  différentiant  par  rapport  à  t, 

(5)  ?'(')=  C'   r%{r)e'"i—''^-"^^n„. 

Mais  cette  formule  est  ordinairement  fausse  ;  les  cas  où  elle  est  exacte  sont 
exceptionnels  :  je  vais  les  sifjnaler.  D'abord  je  ferai  observer  que  la  for- 
mule (i)  ne  peut  pas  être  differentiée  par  rapport  à  x,  car  elle  perd  sa 
convergence  pour  des  valeurs  imaginaires  de  x  ;  les  cas  où  elle  ne  perd  pas 
sa  convergence  sont  exceptionnels.  En  effet,  si  la  série  qui  constitue  le  second 
membre  de  (1)  ne  perd  pas  sa  convergence  pour  des  valeurs  imaginaires 
de  a:,  cette  série  représente  une  fonction  continue  monodrorae  et  monogène 

de  e^^~''^~',  c'est-à-dire  une  fonction  périodique  continue,  monodrome  et 
monogène  de  x.  Donc  f{x)  devrait  être  périodique  pour  que  (  1  )  eût  lieu  pour 
les  valeurs  imaginaires  de  x.  Mais,  en  vertu  d'un  théorème  que  j'ai  établ  i 
pour  la  première  fois  en  i863,  on  ne  peut  différentier  une  série  que  pour 
les  valeurs  de  la  variable  pour  lesquelles  la  série  reste  convergente,  et  tout 
autour  desquelles  elle  reste  convergente,  ce  qui  n'est  pas  ici  le  cas.  Or  la 
formule  (4)  n'est  qu'une  transformée  de  (i);  on  ne  pourra  donc  en  dé- 
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Pour  faire  une  application  de  la  formule  de  Fourier,  on 
peut  supposer  (^(t)  =  e~^  pour  les  valeurs  positives  de  r  et 
égale  à  é"  pour  les  valeurs  négatives  de  r  ;  on  a  alors 


/-h 00  r   /* o 

J  o 


du 


o 
ou  bien 

-1-00  /»X 


A  -h  00         /»  X  

*J —  co         «/o 

ou  enfin 

/-T-  00       ^—211  tu  ^~l 
—7- du, 
__^      ,  +  ^^'u' 

ce  que  l'on  peut  encore  écrire 

r     r^      ces  2  77  ?M        , 
cp(?     =4/  ^ du. 

Si  l'on  pose  2?:^  =  x,  on  a 

,   ,        2   /^°°    cos^o:     , 
a(t)=z-   I         ■ duc. 

Valeur  de  quelques  intégrales  définies. 
Je  terminerai  cette  Introduction  en  rappelant  les  valeurs 


duire  (5)  que  si  o{t)  est  une  fonction  très-particulière.  Du  reste,  j'ai  déjà 
attiré  dans  une  autre  occasion  l'attention  des  géomètres  sur  la  différentia- 
tion,  sous  le  signe/,  et  je  crois  avoir  montré  le  premier  que  l'on  abusait 
de  cette  règle,  soumise  à  des  restrictions  qui  ne  sont  encore  indiquées  que 
dans  mon  Traité  des  résidus  ou  dans  le  Traité  des  fonctions  de  M.  Casorati. 

3 
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de  quelques  intégrales  dont  nous  aurons  souvent  besoin  : 
(A)  •'' 

(B) 

(C) 


f"  e-''dv^.-    n'°  e-"dv  =  ^—, 


'''^    X 


2a 

cosibxe-'''''-dxz= 

sm2 b.r        .  ,  , 

La  formule  (A)  est  classique,   (B)  s'en  déduit  par  un 
changement  de  variables,  (C)  s'obtient  en  changeant,  dans 

(B),   X  en  X -i — -yj — i  j  enfin  (D)  s'obtient  en  intégrant 

(C)  par  rapport  à  b. 
L'intégrale 


\n  Jo 


-^Vx  — 0(7 


est  très-voisine  de  l'unité,  même  pour  des  valeurs  de  y  re- 
lativement peu  considérables  5  cela  ressort  de  la  formule  (A)  ^ 
cette  intégrale  joue  un  rôle  important  dans  le  calcul  des 
probabilités.  Voici  une  Table  contenant  quelques-unes  de 
ses  valeurs  les  plus  usuelles  : 


Valeurs  de  •/. 

Valeurs 

dee(/).^-^ 

1 

ï 

0,842  700 

0.9 

^'99 
'^999 
0.9999 
0» 99997 

0,476  936  3 

I 

i,i63  087  2 

1,821  386  4 

2,327  67^  4 

2,751  o65  4 
3 

00 

1 

dx. 
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CHAPITRE   II. 

EXPOSITION  DES  MÉTHODES. 


Définitions. 

Le  calcul  des  probabilités  a  pour  but  la  mesure  des 
cbances  qui  président  à  l'arrivée  des  événements  soumis  au 
hasard. 

Bien  que  l'arrivée  de  certains  événements  ne  puisse  point 
être  pi-évue  avec  certitude,  il  n'en  est  pas  moins  vrai  que 
leur  chance  est  susceptible  de  plus  ou  de  moins,  et  il  y  a 
lieu  de  chercher  une  mesure  précise  de  cette  chance.  Un 
exemple  va  servir  à  faire  comprendre  notre  pensée  :  Con- 
sidérons un  jeu  de  cartes  composé  de  huit  trèfles,  huit 
cœurs,  huit  piques  et  huit  carreaux  5  si  l'on  tire  une  carte 
au  hasard  dans  le  jeu,  il  est  évident  que  la  chance  de  tirer 
un  trèfle  ou  un  coeur  est  la  même,  que  la  chance  de  tirer  un 
trèfle  est  plus  grande  que  celle  de  tirer  l'as  de  cœur,  etc. 
Ainsi  il  est  bien  clair,  dans  l'exemple  que  nous  venons  de 
choisir,  que  l'idée  de  grandeur  vient  se  joindre  à  celle  de 
chance.  Essayons  maintenant  d'analyser  l'opération  qui  se 
fait  dans  notre  esprit  à  propos  de  l'évaluation  vague  de  la 
chance  dont  nous  venons  de  parler.  Si  nous  estimons  égales 
les  chances  de  tirer  trèfle  et  cœur,  c'est  que  le  nombre  des 
trèfles  est  égal  à  celui  des  cœurs,  et  que  le  nombre  des  cas 
dans  lesquels  on  peut  tirer  trèfle  est  égal  à  celui  des  cas  où 
l'on  peut  tirer  cœur. 

Au  contraire,  sur  trente-deux  cartes  qui  peuvent  se  pré- 

3*. 
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senter  avec  la  même  facilité  sous  la  main,  quatre  seront  des 
as  et  huit  seront  des  trèfles,  et  il  est  naturel  de  dire  qu'il 
y  a  juste  deux  fois  plus  de  chance  pour  tirer  un  trèfle  que 
pour  tirer  un  as  j  il  semble  donc  naturel  aussi  de  mesurer 
les  chances  d'arrivée  des  événements  au  moyen  du  nombre 
des  cas  favorables  à  l'arrivée  de  ces  événements,  mais  on 
comprend  que  pour  cela  il  est  indispensable  que  les  évé- 
nements dont  on  compare  les  chances,  se  rapportent  à  un 
même  nombre  de  cas  favorables  ou  non  à  leurs  arrivées 
respectives^  je  m'explique  :  supposons  que  du  jeu  de  cartes 
considéré  tout  d'abord  on  retranche  toutes  les  figures,  la 
chance  de  tirer  un  as  sera  plus  grande.  Cependant  le  nombre 
des  cas  favorables  est  resté  quatre,  c'est  toujours  le  nombre 
des  as  restés  dans  le  jeu-,  ce  qui  a  varié  c'est  le  nombre  des 
cas  possibles  qui  a  diminué  de  douze,  c'est-à-dire  du  nombre 
des  caries  enlevées.  Ce  que  nous  venons  de  dire  justifiera 
suffisamment  la  définition  que  nous  allons  poser  : 

La  PROBABILITÉ  d' un  événement  dû  au  hasard  est  le 
rapport  du  nombre  de  cas  favorables  à  l'arrivée  de  cet 
événement  au  nombre  total  des  cas  qui  peuvent  se  pré" 
senter  quand  on  attend  cet  événement ,  tous  ces  cas, 
favorables  ou  non,  étant  censés  également  possibles. 

Par  exemple,  dans  un  jeu  de  cartes,  la  probabilité  de  tirer 

un  trèfle  est  jt  parce  que  l'événement  attendu  (la  sortie 

de  trèfle)  peut  se  présenter  de  huit  manières,  qui  sont  re- 
présentées par  les  huit  trèfles  contenus  dans  le  jeu,  et  que 
l'on  peut  du  reste  tirer  l'une  quelconque  des  trente -deux 
cartes  du  jeu  avec  la  même  facilité  ;  ces  trente-deux  cartes 
représentent  autant  de  cas  possibles  et  également  possibles; 

la  probabilité  en  question  est  donc  —  ou  -^i  comme  nous 

l'avions  annoncé. 


CHAPITRE   II.    —    EXPOSITION   DES   MÉTHODES.  87 

Une  urne  contient  deux  boules  blanches  et  trois  boules 
noires,  en  tout  cinq-,  la  probabilité  d'extraire  une  boule 

blanche  en  tirant  au  hasard  dans  l'urne  sera  ■=•>  parce  que 

le  nombre  des  cas  favorables  est  2  et  que  celui  des  cas  pos- 
sibles et  également  possibles  est  5. 

La  définition  que  nous  venons  de  donner  de  la  probabilité 
semble  exclure  l'estimation  mathématique  des  chances  de 
certains  événements,  ceux  dont  l'arrivée  ne  se  rapporte  pas 
à  un  nombre  de  cas  également  possibles  ;  mais  un  examen 
attentif  des  questions  permet  presque  toujours  de  décom- 
poser les  cas  inégalement  possibles  en  d'autres  plus  simples, 
et  dont  les  arrivées  ont  des  chances  identiques. 

Reprenons,  par  exemple,  l'urne  contenant  deux  boules 
blanches  et  trois  boules  noires  ;  supposons  les  boules  noires 
sphériques  et  égales,  et  les  boules  blanches  formées  de 
l'accouplement  de  deux  sphères  égales  aux  boules  noires  et 
reliées  par  un  fil,  il  est  clair  que  la  facilité  de  l'extraction 
d'une  boule  blanche  sera  plus  grande  que  celle  d'une  boule 
noire,  et  il  serait  absurde  de  dire  que  la  probabilité  de 

l'extraction  d'une  boule  blanche  est  -p»  Mais  on  peut  consi- 
dérer chaque  boule  blanche  comme  formée  de  deux  parties, 
sur  lesquelles  on  peut  mettre  la  main  avec  la  même  facilité 
que  sur  une  boule  noire;  alors  le  nombre  des  cas  favorables 
devient  4?  celui  des  cas  possibles  7,  et  la  probabilité  cher- 
chée -• 

7    ^  ^  . 

Il  est  important  d'observer  que,  quel  que  soit  le  mode  de 

subdivision  des  cas  possibles  et  également  possibles,  la  pro- 
babilité d'un  événement  conserve  la  même  valeur;  cette 
proposition  est  l'axiome  fondamental  du  calcul  des  pro- 
babilités. 
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De  la  définition  que  nous  avons  donnée  de  la  probabilité 
d'un  événement,  il  résulte  que  toute  probabilité  est  un 
nombre  compris  entre  zéro  et  l'unité;  car  le  nombre  des 
cas  favorables  à  l'arrivée  d'un  événement  E  ne  peut  sur- 
passer le  nombre  jn  des  cas  possibles  ;  on  a  donc 


d'où  l'on  tire 


^  ^  ^ 
G  <  —  <i; 


—  est  par  définition  la  probabilité  de  E;  cette  probabilité  est 

donc  nécessairement  comprise  entre  zéro  et  i.  Elle  peut 
être  zéro,  et,  dans  ce  cas,  l'événement  dont  on  cliercbe  la 
probabilité,  n'ayant  aucune  chance  favorable,  ne  peut  se 
présenter;  elle  peut  être  i,  et  alors  tous  les  cas  possibles 
sont  favorables,  par  suite  l'événement  attendu  est  certain. 
Ainsi  zéro  et  i  sont  des  symboles  de  certitude. 

Nous  devons  cependant  apporter  une  restriction  aux  der- 
nières propositions  que  nous  venons  d'énoncer  :  nous  avons 
supposé  les  cas  possibles  et  favorables  en  nombre  limité; 
plus  loin  nous  verrons  qu'il  y  a  lieu  de  considérer  quelque- 
fois des  nombres  illimités  de  cas,  et  alors  zéro  et  i  ne  sont 
plus  des  symboles  de  certitude  mathématique,  mais  de  cer- 
titude morale. 

Recherche  de  la  probabilité  par  les  méthodes  directes 

Problï:me  I.  —  Une  urne  contient  a  boules  blanches, 
(5  boules  noires^  y  boules  rouges,  etc.;  on  demande  la  pro- 
babilité d'extraire  une  boule  blanche,  une  boule  noire, 
une  boule  rouge,  etc. 

La  probabilité  d'extraire  une  boule  blanche  s'obtiendra 
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en  observant  que  le  nombre  des  cas  qui  peuvent  se  présenter 
est  égal  à  celui  de  toutes  les  boules  ou  a  -t-  [3  -h  7  -f- ...  -, 
le  nombre  des  cas  favorables  est  celui  des  boules  blanches 
ou  CL.  La  probabilité  d'extraire  une  boule  blanche  est 
donc 


a  H-  (i  -I-  7  H-  .  .  . 

celle  d'extraire  une  boule  noire  serait 

^ ,.... 

a  H-  p  -4-  7  +  .  .  .  ' 

Problème  U.  —  Une  urne  contient  a.  boules  blanches 
et  |3  boules  noires;  on  demande  la  probabilité  d' extraire 
d'un  seul  coup  a  boules  blanches  sans  boules  noires. 

Les  cas  qui  peuvent  se  présenter,  et  avec  des  chances 
égales,  sont  ceux  où  l'on  prend  a  boules  sur  a  -h  j3  que  con- 
tient l'urne,  et  cela  sans  avoir  égard  à  l'ordre  où  on  les 
prend 5  le  nombre  de  ces  cas  est  C^^^.  Les  cas  favorables 
sont  ceux  dans  lesquels  on  prend  a  boules  blanches  \  leur 
nombre  est  celui  des  combinaisons  de  a  objets  pris  a  k  a 
ou  C^.  La  probabilité  cherchée  est  donc 

a(a  —  i)...(a  —  «-f-l) 

C:c:^p    ou    - 


Problème  IIL  —  Une  urne  contient  «  boules  blanches 
et  (3  boules  noires;  on  demande  la  probabilité  d'extraire 
d'un  seul  coup  a  boules  blanches  et  b  boules  noires. 

Le  nombre  des  cas  possibles  est  celui  des  combinaisons 
de  «  -h  (3  objets  a -{-  b  à  a  4-  ^,  ainsi  qu'il  est  facile  de  le 
prouver  en  raisonnant  comme  tout  à  l'heure.  Les  cas  favo- 
rables sont  ceux  où  l'on  tire  a  boules  blanches  et  b  boules 
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noires  ^  or  on  peut  tirer  a  boules  blanches  de  C«  manières, 
comme  cela  a  été  prouvé  dans  l'exemple  qui  précède-,  on 
peut  tirer  h  boules  noires  de  Cp  manières  ;  enfin  on  peut 
tirer  à  la  fois  a  boules  blanches  et  h  boules  noires  de  C^.CJ 
manières  \  (?ar  à  chacune  des  manières  d'extraire  a  boules 
blanches  correspondent  C*  manières  d'extraire  h  boules 
noires,  ce  qui  fait  bien  en  tout  C^-Cp  cas  favorables  dis- 
tincts. La  probabilité  cherchée  est  donc  finalement 


ce 


C<i-i-i 
«  + 


Problème  IV.  —  La  loterie  royale  établie  sous  l'ancien 
régime,  supprimée  en  1793,  rétablie  en  lygy  et  supprimée 
déjiniti\^ement  en  1839,  se  composait  de  quatre-vingt-dix 
numéros  dont  on  en  tirait  cinq  au  sort;  on  pouvait  dési- 
gner un,  deux,  trois  ou  quatre  numéros  à  l'avance  :  c'était 
ce  que  l'on  appelait  jouer  l'extrait,  l'ambe,  le  terne,  le 
quateime;  on  a  souvent  parlé  du  quine,  mais  il  ne  se  jouait 
pas;  eîijin  la  mise  des  joueurs  sur  le  quaterne  ne  pouvait 
pas  dépasser  1 2  francs. 

Le  joueur  gagnant  l'extrait  recevait  id  fois  sa  mise, 
celui  qui  gagnait  l'ambe  recevait  ^yofois  sa  mise,  le  terne 
rapportait  55oo  fois  la  mise  et  le  quaterne  y5oo  fois. 
Cherchons  dans  ces  conditions  quelles  étaient  les  proba- 
bilités que  les  joueurs  avaient  de  gagner  l'extrait,  l'ambe, 
le  terne,  le  quaterne.,  le  quine. 

Cherchons  d'abord  la  probabilité  de  l'extrait  simple  :  soit 
n  le  nombre  total  des  numéros  et  m  le  nombre  des  numéros 
tirés,  le  nombre  des  cas  possibles  est  évidemment  C|",  car  on 
peut  tirer  avec  une  égale  facilité  l'une  quelconque  des  com- 
binaisons de  n  numéros  pris  m  à  ju.  Le  nombre  des  cas 
favorables  est  celui  des  combinaisons  de  n  objets  pris  m  à  ///, 
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dans  lesquelles  un  des  objets  désigné  à  l'avance  se  trouve 
compris.  Otons  cet  objet,  on  aura  les  combinaisons  de  n  —  i 
objets  restants  m — i  à  m — i^  le  nombre  des  cas  favorables 
est  donc  C^_r/,  et,  par  suite,  la  probabilité  de  l'extrait  est 
C^JT/  :  O^  pour  n  =  90,  m  =  5  ;  on  a 

89.88.87.86  ,  90.89.88.87.86  __  ^  _  _ï 
1.2.3.4  1.2.3.4.5  90  ~~  18 

L'Etat  aurait  donc  dû  donner  au  joueur  18  fois  sa  mise 
et  non  lo  fois  [*). 

Cherchons  maintenant  la  probabilité  de  tirer  oc  numéros 
désignés  à  l'avance. 

Le  nombre  des  cas  possibles  reste  comme  tout  à  l'heure  C^^ 
pour  avoir  le  nombre  des  cas  favorables,  observons  que  ces 
cas  sont  les  combinaisons  de  n  numéros  pris  t?i  à  /tz,  dans 
lesquelles  entrent  «  numéros  désignés  ;  supprimons  ces  nu- 
méros, nous  aurons  des  combinaisons  de  tz  —  a  objets  pris 
m  —  ce  ii  m  —  a,  nous  aurons  même  toutes  ces  combinai- 
sons j  car,  en  ajoutant  aux  combinaisons  des  n  —  a  numéros 
pris  m  —  a  à  m  —  a  les  numéros  ôtés  d'abord,  on  retrou- 
vera des  résultats  qui  seront  des  combinaisons  de  m  nu- 
méros pris  n  h.  n.  Enfin  il  va  sans  dire  que  les  résultats 
considérés  seront  distincts^  car,  s'ils  ne  l'étaient  pas,  en  y 
remettant  les  lettres  ôtées,  on  obtiendrait  des  cas  favorables 
qui  ne  seraient  pas  distincts  non  plus.  En  résumé,  le  nombre 
des  cas  favorables  est  C^JT»*,  et,  par  suite,  la  probabilité 
cherchée  est  C^^Z^  :  C;f . 

En  faisant  successivement  a=^i^  2,  3,  4^  ^   et  n  =^  90, 


(*)  Nous  verrons  plus  loin  que  dans  un  jeu  équitable  les  mises  doivent 
être  en  raison  directe  des  probabilités  que  les  joueurs  ont  de  gagner;  mais 
on  peut  déjà  regarder  ce  principe  comme  indiqué  par  les  règles  du  bon 
sens.  » 
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m  =  5 ,  on  a 

La  probabilité  de  l'extrait  simple.  .  .      -^•, 

de  l'ambe 


7. 

8^' 


du  terne. 


"748' 

•^" '•""'= 43949268- 

Ces  nombres,  comme  on  voit,  n'étaient  pas  en  rapport 
avec  les  gains  que  les  joueurs  pouvaient  espérer. 

Problème  V.  —  Quelle  est  la  probabilité  de  tirer,  dans 
une  loterie  de  n  numéros,  ce  numéros  désignés  sur  m,  mais 
à  des  places  déterminées  à  l'avance? 

Pour  résoudre  cette  question,  nous  regarderons  non  plus 
chaque  combinaison  de  71  numéros  m  à  m,  mais  chaque 
arrangement  de  n  numéros  m  k  m  comme  un  cas  favorable 
ou  possible,  car  cette  fois  il  faut  tenir  compte  de  l'ordre 
dans  lequel  ils  se  présentent.  Le  nombre  des  cas  possibles 
sera  alors  A^,  celui  des  cas  favorables  sera  celui  des  arran- 
gements de  n  numéros  m  h  m^  dans  lesquels  entrent  a  nu- 
méros donnés  dans  un  ordre  donné.  Supprimons  ces  a  numé- 
ros, nous  obtiendrons  des  arrangements  de  n  —  a  numéros 
/n  —  ce  à  m  —  a,  tous  distincts,  car,  s'ils  n'étaient  pas  dis- 
tincts, en  intercalant  à  leurs  places  les  numéros  désignés, 
on  n'aurait  pas  des  résultats  distincts  j  enfin  il  est  clair  que 
tous  les  arrangements  àc  n  —  a  numéros  m  —  a  à  m  — oc. 
s'y  trouveront.  La  probabilité  demandée  est  donc 

Am  -  «  .    i  /n 
rt -  a    •  ^n  • 
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Dans  l'ancienne  loterie,  on  pouvait  ainsi  placer  un  enjeu 
sur  des  numéros  dont  la  place  était  désignée  à  l'avance  :  on 
jouait  alors  l'extrait  déterminé,  l'ambe  déterminé,  le  terne 
déterminé,  etc.  La  probabilité  de  l'extrait  déterminé  était 

89.88.87.86     __i_ 
90.89.88.87.86"  90' 

c'est-à-dire  cinq  fois  plus  faible  que  celle  de  l'extrait 
simple,  ce  qui  était  à  peu  près  évident  à  priori,  si  l'on 
réflécliit  que  les  cinq  extraits  déterminés  ayant  à  priori  la 
même  probabilité,  l'un  quelconque  d'entre  eux  se  présen- 
tera cinq  fois  quand  l'un  d'eux,  déterminé  à  l'avance,  se 
présentera  une  fois  seulement.  Ce  raisonnement  sera  rendu 
rigoureux  un  peu  plus  loin. 

Probabilité  composée. 

Théorème  I.  —  Lorsqu'un  événement  E  se  compose  du 
concours  de  plusieurs  autres  ei,  eg,  63,. ..,  dont  les  arrivées 
ne  se  gênent  en  aucune  façon,  la  probabilité  de  E  est  le 
produit  des  probabilités  de  e^^  eg,. . .  . 

Soit,  en  général,  m,-  le  nombre  des  cas  favorables  à  l'ar- 
rivée de  e,-  et  tz,-  le  nombre  des  cas  possibles,  la  probabilité 

de  ei  sera  —  •  Considérons  d'abord  l'événement  qui  se  com- 

rii  ^ 

pose  du  concours  de  e^  et  de  e^  ;  si  ces  événements  ne  se 
gênent  pas,  en  d'autres  termes  s'ils  sont  tout  à  fait  indé- 
pendants, à  chacun  des  ni^  cas  favorables  à  l'arrivée  de  ei 
correspondront  m^  cas  favorables  à  l'arrivée  de  ej-,  donc, 
quand  on  attend  l'événement  ei  eg,  le  nombre  des  cas  favo- 
rables est  m^  zTZj  5  on  verrait  de  même  que  le  nombre  des  cas 
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possibles  est  «t  72,  ;  donc  la  probabilité  du  concours  de  ei  et 
de  ej  est 

771)    771) 


«!    nt 


or  —  et  —  sont  les  probabilités  de  ei  et  de  eji;  le  théorème 

est  donc  démontré  pour  le  cas  de  deux  événements  -,  si  l'on 
considère  alors  l'événement  composé  de  ej,  de  e,  et  de  e,, 
on  pourra  le  considérer  comme  composé  du  concours  de 

ej^ï,  d'une  part,  dont  la  probabilité  est  — ^  —9  et  de  e^  dont 

la  probabilité  est  —  *,  sa  probabilité  sera,  d'après  ce  que 
nous  venons  de  voir, 

/72l    IJlj  771$  /71i    77ÎJ   771^ 

nx    n,        rii         «,    «,    «3 

et  ainsi  de  suite  pour  un  nombre  quelconque  d'événements 
^i  ej  e» . . . . 

Théorème  II.  —  Lorsquun  é^^énement  F  dépend  du 
concours  de  deux  auti^es  E  et  E',  et  que  Varrwée  de  E'  est 
subordonnée  à  celle  de  E,  la  probabilité  de  F  est  le  prO' 
duit  de  la  probabilité  de  E,  par  la  probabilité  que  E 
ayant  eu  lieu  E'  aura  lieu. 

En  effet,  désignons  par  p  le  nombre  total  des  cas  pos- 
sibles, et  également  possibles,  qui  peuvent  se  présenter 
quand  on  attend  l'arrivée  de  l'événement  F  qui  dépend  du 
concours  de  E  et  de  E'.  Sur  oes  p  cas,  supposons  qu'il  y  en 
ait  y  favorables  à  l'arrivée  de  l'événement  E.  La  probabi- 

lité  de  E  sera  alors  —  ;  mais  quand  l'événement  E  est  arrivé, 

l'événement  E'  peut  avoir  lieu  d'un  certain  nombre  de  ma- 
nières que  l'on  peut  désigner  par/'.  Ainsi/'  est  le  nombre 
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des  cas  favorables  à  l'arrivée  de  cet  événement  E'  quand  E 
a  déjà  eu  lieu^  mais  E  pouvant  avoir  lieu  de  f  manières, 
f  est  le  nombre  des  cas  possibles  quand  on  attend  l'arrivée 

de  E'.  Ainsi  -j-  sera  la  probabilité  de  E'  quand  E  aura  eu 

lieu  5  mais  la  probabilité  de  l'événement  F  est  —  -,  car  p  est 

le  nombre  des  cas  possibles  et  f  est  le  nombre  des  cas 
favorables  à  l'arrivée  successive  de  E  et  de  E',  c'est-à-dire 

de  F;  or  —  =  —    -^r  :  le  théorème  est  donc  démontré. 
'   ^     P         P    f 

C'est*dans  ces  théorèmes  que  consiste  ce  que  l'on  appelle 
le  principe  de  la  probabilité  composée.  Pour  bien  les 
faire  comprendre,  nous  allons  les  appliquer  à  quelques 
exemples.  * 

Problème  I.  —  Etant  données  deux  urnes  contenant 
l'une  a  boules  blanches  et  b  noires,  l'autre  a'  blanches 
et  b'  noires,  on  demande  la  probabilité  de  tirer  une  boule 
blanche  de  chaque  urne. 

L'événement  dont  on  demande  la  probabilité  dépend  du 
concours  de  deux  événements  dont  les  arrivées  ne  se  gênent 
pas,  et,  par  conséquent,  sa  probabilité  s'obtiendra  en  mul- 
tipliant la  probabilité  d'extraire  une  blanche  de  la  première 
urne  par  la  probabilité  d'extraire  une  blanche  de  la  seconde  ; 
on  trouve  ainsi,  pour  le  nombre  demandé. 


«  +  è  a'  +  è'' 


résultat  auquel  il  serait  facile  d'arriver  directement. 

Problème  II.  —  Une  urne  contient  a  boules  blanches  et 
b  noires;  on  tire  successivement  de  cette  urne  n  boules; 
on  demande  la  probabilité  que  la  première  soit  blanche. 
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la  seconde  noire,  la  troisième  noire^  etc.,  les  couleurs  se 
succédant  ainsi  dans  un  ordre  déterminé. 

i^  Supposons  d'abord  que  ron  remette  les  boules  dans 
l'urne  après  chaque  tirage,  la  sortie  successive  de  plusieurs 
boules  est  un  événement  composé,  la  probabilité  que  la 
première  boule  tirée  sera  blanche,  la  seconde  noire,  etc., 
sera  le  produit  des  probabilités  de  tirer  une  blanche,  de 
tirer  une  noire,  etc.,  et  l'on  aura,  en  définitive,  pour  ex- 
pression de  la  probabilité  cherchée. 


a  -\-  b  a  -\-  b  a  •+■ 
et,  en  général, 

\a-hbj     \a -+- 

lÂ  désignant  le  nombre  des  blanches  que  l'on  veut  voir  sortir 
et  V  celui  des  noires^  cette  probabilité  (et  c'était  évident 
à  priori)  ne  dépend  donc  pas  de  l'ordre  dans  lequel  on  veut 
voir  sortir  les  boules. 

2**  Supposons  maintenant  que  les  boules  tirées  ne  soient 
pas  remises  dans  l'urne,  la  probabilité  de  tirer  une  blanche, 
puis  une  noire,  l'arrivée  du  second  événement  dépendant 
de  celle  du  premier,  sera  égale  au  produit  de  la  probabilité 

de    tirer  une  blanche,  par  la  probabilité  qu'une 

blanche  ayant  été  tirée  on  tire  une  noire  au  second  coup. 

Cette  dernière  probabilité  est ^  en  effet,  le  nombre 

des  cas  favorables  est^,  celui  des  cas  possibles  a  —  i  -h  ^  ^ 
car  il  n'y  a  plus  que  a  —  i  boules  blanches  dans  l'urne, 
une  boule  blanche  ayant  été  tirée  au  premier  coup.  On 
voit  ainsi  que  la  probabilité  de  tirer  successivement  une 
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blanche  et  une  noire  est 


a  -\~  h  a  -\-  h  —  i 

Supposons  que  l'on  demande  la  probabilité  de  tirer,  en 
outre,  une  noire  au  troisième  coup,  il  faudra  multiplier  la 
probabilité  que  nous  venons  de  trouver  par  la  probabilité 
de  tirer  une  noire  ^  en  supposant  que  l'on  ait  ôté  préalable- 
ment de  l'urne  une  blanche  et  une  noire,  cette  dernière 

probabilité  est et,  par  suite,  la  probabilité  de- 
mandée est 

a.h.[b—\) 
{a  -h  b){a-h  b  —  i){a  -h  b  '—  1)' 

en  continuant  ce  raisonnement,  on  voit  que  la  probabilité 
de  tirer  blanche  et  noire,  dans  un  ordre  donné  et  sans  re- 
mettre les  boules  après  chaque  tirage,  est 

a{a  —  i).  ..{a  —  ii-^i)b{b  —  i).  .  .{b  —  v-^  î) 


[a  -\-  b){a  -h  b  —  i) .  .  .  [a  -i-  b  —  a  —  v  -h  i  ) 

IX  étant  le  nombre  des  blanches,  v  celui  des  noires  que  l'on 
désire  voir  sortir. 


Principe  de  la  probabilité  totale. 

Nous  appellerons  cause  d'un  événement,  dont  l'arrivée 
n'est  pas  certaine,  ce  qui  lui  donue  sa  probabilité.  Si,  par 
exemple,  une  urne  contient  une  boule  blanche  et  une  boule 
noire,  la  cause  de  l'extraction  de  la  blanche  ou  de  la  noire 
sera  la  composition  de  l'urne  en  blanches  et  noires.  Comme 
on  le  voit,  le  mot  cause  n'est  pas  détourné  de  son  sens,  il 


48  CALCUL   DES    PROBABILITÉS. 

reçoit  une  acception  plus  générale  j  la  cause  d'un  événe- 
ment certain  sera  ce  qui  lui  donne  la  probabilité  i  ou  sa 
certitude,  ce  sera  bien  sa  cause  dans  le  sens  propre  du  mot. 
Nous  dirons  que  des  causes  Ci,  Cj,  C3,...  s'excluent 
mutuellement,  si  l'événement  attendu,  arrivant  sous  l'in- 
fluence de  l'une  d'elles  Q,  on  est  sûr  qu'aucune  autre  cause 
n'agira  en  même  temps  pour  le  produire. 

Théorème.  —  Si  un  és^énement  E  peut  être  attribué  à 
plusieurs  causes  Ci,  C2,. . .,  C,,.  . .  qui  s'excluent  mutuel- 
lement, sa  probabilité  "9  sera  donnée  par  la  formule 

P  =  /?i^i-+-/?2'7î  +  -  •  --h Piqi-i-'  ■ ., 

où  Pi  désigne,  en  général,  la  probabilité  de  E  lorsque  la 
cause  C.  agit  certainement  et  où  q^  désigne  la  probabilité 
que  cette  cause  est  enjeu. 

Désignons  par  N  le  nombre  total  des  cas  également  pos- 
sibles qui  peuvent  se  présenter  quand  on  attend  l'arrivée 
de  E,  par  tz,  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  C,  agit  et  m,  le 
nombre  des  cas  où,  C,  agissant,  E  a  lieu.  Remarquons  bien 
que  les  causes  Ci,  C2,. .  .  s'excluent  et,  par  conséquent,  le 
nombre  total  de  cas  où  E  peut  se  présenter  est 


il  serait  inférieur  à  /Wi-h-  •  H-  ni^  -H-  -,  si  les  causes  ne 
s'excluaient  pas,  parce  que  l'on  compterait  en  trop  les  cas 
où  E  aurait  lieu  à  la  fois  sous  l'influence  de  deux  ou  plu- 
sieurs causes.  Le  nombre  total  des  cas  favorables  à  l'arrivée 
de  E  étant  donc  /«i  -h  nh-i-. .  .-h  /;/,  -+-  •  •  ,  la  probabilité 
cberchée  P  sera 

_  /w, -h  ma-h.  .  .  -f-  /w,H-.  .  . 
N  ' 
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ce  que  l'on  peut  écrire 

m,  >7,         m-,  rii  rtii  /?,- 

P  =  ■ — ■  rr  H —  -f- .  .  .  -I -—  -f-  .  .  .  ; 


mais,  en  général,  —  est  la  probabilité  pi  que,  C,  agissant, 

Tli 

E  aura  lieu,  puisque  c'est  le  rapport  du  nombre  des  cas 
favorables  à  l'arrivée  de  E  au  nombre  total  des   cas  qui 

peuvent  se  présenter,  quand  C,  agit^  — '  est,  par  définition, 

la  probabilité  qi  de  C,-  \  donc  on  a  bien 

P  =  /?i  ^.  -4-  P2  <7i  -f-  •  .  .  -+-  /?!  y,-  -4-  .  .  . , 

ainsi  que  nous  l'avions  annoncé. 

On  voit  que  la  démonstration  précédente  manquerait  de 
solidité  si  les  causes  Ci,  Ca,. . .  pouvaient  agir  simultané- 
ment^ il  faudra  donc,  dans  les  applications,  vérifier,  avec  le 
plus  grand  soin,  si  les  causes  en  jeu  s'excluent  réellement. 

Par  le  seul  fait  de  l'action  de  quelques  causes  ou  même 
de  toutes  les  causes,  il  peut  se  faire  que  l'événement  ait 
forcément  lieu^  alors  certaines  quantités  ^j,  psv  •  •  sont 
égales  à  l'unité;  en  d'autres  termes,  les  nombres  de  cas  favo- 
rables à  l'action  des  causes  sont  précisément  les  nombres  de 
cas  favorables  à  l'arrivée  de  l'événement.  On  énonce  quel- 
quefois le  théorème,  dans  ce  cas  particulier,  comme  il  suit  : 

Théorème  II.  —  Lorsque  les  cas  favorables  à  Varrwée 
d'un  événement  peuvent  se  présenter  de  plusieurs  ma- 
nières, qui  s'excluent  mutuellement,  la  probabilité  de  cet 
événement  est  égale  à  la  somme  des  probabilités  que  l'évé- 
nement se  présentera  de  chacune  de  ces  manières . 

On  peut  immédiatement  en  conclure  que,  la  probabilité 
d'un  événement   étant  ;?,  celle  de  révénemént  contraire 

4 
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étant  </,  on  a 

car  le  fait  de  l'arrivée  ou  de  la  non-arrivée  d'un  événement 
est  un  fait  certain-,  sa  probabilité  a  priori  est  i.  L'arrivée 
ou  la  non -arrivée  sont  deux  façons  dont  ce  fait  peut  se 
présenter  :  sa  probabilité  est  donc  aussi  p  -{-  q. 

Ces  principes  sont  tellement  importants,  que  nous 
croyons  devoir  en  donner  une  nouvelle  démonstration 
avant  d'aller  plus  loin. 

Le  produit  /?,  ^,  est  (en  vertu  du  principe  de  la  probabi- 
lité composée)  la  probabilité  que  la  cause  Q  agira  pour  pro- 
duire l'événement  E  et  que,  cette  cause  ayant  agi,  l'évé- 
nement E  aura  lieu^  si  l'on  pose 

Pi  Qi  =  ^15 

r,  sera  la  probabilité  que  l'événement  E  aura  lieu  sous 
l'influence  de  la  seule  cause  C,-.  Or  on  peut  admettre  que 
la  probabilité  cherchée  de  E  ne  dépend  que  des  quantités 
/'i,  /'g,. .  .,  /',,. . .  -,  mais  alors  on  peut  supposer  que  /'i,  /'s,... 
sont  des  fractions  réduites  au  même  dénominateur  et  poser 

la  probabilité  cherchée  ne  dépendant,  par  hypothèse,  que  de 
/'j,  7'8,.  . .,  on  peut  changer  la  nature  du  problème  que  l'on 
résout  et  supposer  que,  quand  C,-  agit,  le  nombre  des  cas 
favorables  qui  peuvent  se  présenter  est  w,-,  le  nombre  total 
des  cas  étant  D  \  la  probabilité  cherchée  est  donc 

»,  4-  w,-f-.  . 

— ou      /•, -h  r, -f- .  .  .  ,  C.    Q.    F.    D. 

11  est  essentiel  d'observer  que,  de  quelque  manière  que 
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l'on  présente  la  démonstration,  on  est  forcé  de  faire  cette 
hypothèse  :  que  la  solution  ne  dépend  que  des  quantités  p 
et  9^,  ou  bien  que  l'on  peut  rendre  tous  les  cas  également 
possibles,  en  changeant  la  nature  ou  l'énoncé  du  problème  ^ 
ce  qui  est  au  fond  la  même  hypothèse. 

Problème  I.  —  Une  urne  contient  a  boules  blanches, 
b  boules  noires,  c  boules  rouges.  Quelle  est  la  probabilité 
de  ne  pas  tirer  une  boule  blanche  ? 

On  peut  ne  pas  tirer  une  boule  blanche  de  deux  manières, 
soit  en  tirant  rouge,  soit  en  tirant  noire  ^  les  probabilités 

respectives    de    ces    deux   événements    sont   -, et 

^  a-h  b  -\-c 

:  la  probabilité  cherchée  est  donc 

b  c 


—  î 
c 


et  l'on  vérifie  que  cette  quantité  est  égale  à 


—  î 
c 


qui  est  la  probabilité  de  tirer  une  blanche,  c'est-à-dire  la 
probabilité  de  ne  tirer  ni  rouge,  ni  noire. 

Problème  II.  —  On  a  n  boules  dans  une  urne.  On  de- 
mande la  probabilité  qu  en  en  prenant  un  certain 
nombre  au  hasard  ce  nombre  sera  pair  ou  impair. 

Les  manières  dont  on  peut  prendre  un  nombre  pair  de 
boules  sont  les  cas  où  l'on  en  prendra  2,  4?  6,  8,..  .5  les 
probabilités  de  ces  événements  simples  sont  respective- 
ment -les  quotients  de  Q,  C/,,  Q,...,  par  la  somme  de 
toutes  les  combinaisons  que  l'on  peut  faire  avec  n  objets, 
somme  que  l'on  sait  être  égale  à  (i  +  i)"  ou  2"  j  la  probabi- 

4- 
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lité  d'extraire  un  nombre  pair  de  boules  sera  donc 

Cl-^C*r,-hCf,-\-...       (i  +  i)''H-(i  — i)"— I  _2''— I  _  r         I 


t'ti-i 


la  probabilité  d'extraire  un  nombre  impair  est  de  même 

c;,-!- c^^- c* -4-. .       (i -f-i)"— (i  —  1^"      2"  _i 


^«+1  2 


n-M 


La  probabilité  d'extraire  un  nombre  impair  de  boules 
est  donc  plus  considérable  que  celle  d'extraire  un  nombre 
pair,  mais  la  différence  tend  vers  zéro  quand  le  nombre 
total  des  boules  augmente  indéfiniment. 

Problème  III.  —  Trouver  la  probabilité  d'amener  au 
moins  une  fois  as  en  jetant  deux  dés. 

On  raisonnerait  mal  si  l'on  disait  :  la  probabilité  d'a- 
mener as  avec  le  premier  dé  est  ^ï  avec  le  second  ^  aussi  et, 
comme  l'événement  peut  avoir  lieu  avec  le  premier  ou  le 
second  dé,  la  probabilité  chercliée  ^  H- ^  ou  -•  En  eiFet, 

l'événement  attendu  a  pour  causes  les  jets  de  chacun  des 
dés,  mais  ces  causes  ne  s'excluent  pas  mutuellement,  en  ce 
sens  que,  si  as  arrive  avec  le  premier  dé,  il  peut  arriver 
avec  le  second. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  allons  cependant  appliquer  le 
principe  de  la  probabilité  totale,  en  observant  que  l'on  peut 
amener  as  de  trois  manières  :  i°  avec  le  premier  dé,  sans 
l'amener  avec  le  second;  2°  avec  le  second,  sans  l'amener 
avec  le  premier-,  3°  avec  les  deux.  Ces  trois  manières  s'ex- 
cluent et  donnent  à  l'événement  observé  les  probabilités 
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respectives 

^5       j,5       ^ji 

6  6'     6  6'     6  6 

X  5 
(Il  est  facile  de  voir  que  -  ^  est  la  probabilité  d'amener  as 

avec  le  premier  dé  seul  ^  en  effet,  en  considérant  cet  évé- 
nement comme  composé  du  concours  de  deux  autres,  l'ar- 
rivée de  as  avec  le  premier  dé,  dont  la  probabilité  est  ^î 

et  l'arrivée  de  tout  autre  point  que  as  avec  le  second,  dont 

5  .        I  5 

la  probabilité  est  ^)  on  a  bien  ^  77  pour  la  probabilité  en 

question,  etc. . .). 

La  probabilité  demandée  sera  donc 

T    5  T    5  II    II 

6  6~^6  6  "^6  6"~36' 

Problème  IV.  —  On  choisit  une  urne  au  hasard,  dans 
un  tas  de  n  urnes;  la  première  contient  a^  blanches,  et 

bi  noires;  la  seconde  a^  blanches,  et  b^  noires,  etc 

On  demande  la  probabilité  d' extraire  une  boule  blanche 
de  l'urne  y  tirée  au  hasard. 

Chacune   des   urnes   en  question  peut  être  considérée 

comme  une  cause,  ayant  pour  probabilité  -;   ces  causes 

s'excluent  évidemment,  car  une  boule  ne  peut  sortir  à  la 
fois  de  deux  urnes  \  par  suite,  la  probabilité  P  d'extraire 
une  blanche  sera 


-I 

n  rt|  4-  c>,        n  «2  -f-  Ot 

OU  bien 


n    \  «1  4-  b^        a-i,  -h  hi 


54  CALCUL   DES    PROBABILITÉS. 

Si  Ton  avait  mis  toutes  les  boules  dans  une  même  urne, 
la  probabilité  de  la  sortie  d'une  blanche  eût  été 


«,-4-  «5 


«j 


Cherchons  le  maximum  et  le  minimum  de  P,  en  suppo- 
sant 72,  Srt  etHib  constants.  Égalons  à  zéro  la  différentielle 
totale  de  P,  nous  aurons 


^  adb  —  bda 

2a    {a-^by    "°' 

On  a  d'ailleurs 

ldar:=0,       2^6  =rO, 

et  la  méthode  des  multiplicateurs  fournit  les  équations  sui- 
vantes : 

(ai  -h  biYl  —  ai  ~  o,      [ai  +  bi)"^  —  bi  =  o, 
OÙ  l'on  doit  faire  i  =  i ,  2, . . .,  zz^  on  en  conclut 

^1  «2  an  Sa 

^1  -4-  ^,  ~~  a-i  -f-  b., 

b,        _        ^2        _ 
«,  -\-  b^  «2  H-  ^2 

La  première  série  d'égalités  entraine  la  seconde  et  l'on  voit 
que  la  probabilité  sera  maxima  ou  minima,  quand  le  rap- 
port du  nombre  des  boules  blanches  au  nombre  des  boules 
noires  sera  le  même  dans  chaque  urne. 

Le  mode  de  raisonnement  que  nous  venons  d'employer 
semble  absurde  au  premier  abord,  en  ce  sens  que  «,,  «s,. . . 
ne  varient  pas  d'une  manière  continue  ^  mais,  peu  importe, 
P  est  une  fonction  continue  de  Aj,  a,,.  . .,  qui  atteint  son 


«« 

,-f- 

bn 



la-hlb 

=^P^ 

T„ 

= 

Ib 

=  1- 

fin 

la-hlb 

P 
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maximum  ou  son  minimum  pour  certaines  valeurs  de  ses 
variables  j  si  l'on  donne  aux  variables  des  valeurs  disconti- 
nues, il  y  aura  maximum  ou  minimum,  quand  les  valeurs 
discontinues  seront  précisément  égales  à  celles  que  l'on 
trouve,  en  admettant  la  continuité. 

En  tout  cas,  la  probabilité  maxima  ou  minima  que  l'on 
peut  obtenir  est  la  même  que  si  toutes  les  boules  étaient 
dans  la  même  urne.  Toutefois  la  condition  imposée  à  a^, 
«2,. . . ,  d'être  positifs  ou  tout  au  moins  nuls,  introduit  une 
nouvelle  discontinuité,  qui  fera  que  d'autres  maxima  ou 
minima  s'introduiront  dans  la  question. 

Problème  V.  —  Deux  urnes  contiennent  :  l'une  a 
boules  blanches  et  b  boules  noù'es,  l'autre  a'  blanches 
et  b'  noires.  On  tire  k  boules  de  la  première  urne,  pour 
les  mettre  dans  la  seconde;  on  demande  la  probabilité  de 
tirer  une  boule  blanche  de  la  seconde  après  cette  opéra- 
tion. On  suppose  k  <^a  et  <^b. 

Plusieurs  cas  ou  causes  peuvent  donner  lieu  à  l'extrac- 
tion d'une  boule  blanche  :  i°  on  a  tiré  k  boules  blanches 
de  la  première  urne  et  zéro  boules  noires  5  2°  on  a  tiré 
k  —  I  blanches  et  i  noire  ^  3°  on  a  tiré  k — 2  blanches  et 
2  noires,  etc....  Les  probabilités  respectives  de  ces  hypo- 
thèses sont,  comme  nous  l'avons  vu  (p.  39), 

f^k    ■*  rrk  -  1  p  \  pk  —  2  p  2 


'      -z:i ' 


Ck  /lA  pk 

a-¥b  ^a  -¥b  ^a 

dans  le  premier  cas,  la  probabilité  de  tirer  une  blanche 
(si  l'on   était   certain   que   ce   cas   s'est   présenté)    serait 

—, -r, T-,  dans  le  second  cas,  la  probabilité  de  tirer  une 

blanche  serait  -; -?  et  ainsi  de  suite.  La  probabilité 

a'  -\-b'  -^  k  ^ 
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cherchée  est  donc 


ci         a'-t-*            Cj-'Q  a'^h  ~\    . 

•  ? 

OU  bien 

1      :c;^fc(«'-f-^''-f->^). 

-2) 

Si  le  nombre  h  était  plus  grand  que  l'un  des  nombres  aç.\h 
ou  même  plus  grand  que  chacun  d'eux,  la  marche  à  suivre 
pour  résoudre  la  question  serait  la  même,  seulement  il  fau- 
drait faire  attention  que,  si,  par  exemple,  on  avait  /r>rt, 
on  ne  pourrait  plus  supposer  que,  dans  le  tirage  de  la  pre- 
mière urne,  on  a  extrait  /r  blanches  -,  la  première  hypothèse  à 
faire  serait  l'extraction  de  a  blanches  et  de  h  —  a  noires  \  la 
seconde  serait  l'extraction  de  a  —  i  blanches  et  de  h  —  a-f-i 
noires  et  ainsi  de  suite,  et  la  formule  (i)  subsisterait  encore 
dans  ce  cas,  pourvu  que  l'on  convînt  que  le  symbole  CJ 
représente  zéro,  toutes  les  fois  que  h  est  supérieur  à  a. 

Nous  pouvons  vérifier  notre  formule,  en  supposant  y=.  o, 
a'  =  G  5  la  probabilité  devient  alors 

Si  l'on  y  fait  /r  =  i,  2,  3,.  . .,  on  trouve  toujours -i  ce 

qui  devait  être  a  priori,  puisque  la  question  revient,  dans 
ce  cas,  à  demander  la  probabilité  de  tirer  une  blanche  de  la 
première  urne. 

Résolution  des  questions  de  probabilités  par  le  théorème  de  Bayes. 
Je  rappelle,  avant  d'aller  plus  loin,  que  l'on  dit  que  les 
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causes  d'un  événement  s  excluent  mutuellement,  quand, 
l'une  d'elles  agissant  certainement,  les  autres  n'ont  plus 
d'influence  sur  l'arrivée  de  l'événement.  Je  rappelle  aussi 
que  la  probabilité  d'une  cause  est  la  probabilité  qu'elle  est 
enjeu.  Cela  posé,  nous  allons  passer  à  la  démonstration  d'un 
théorème  fondamental  dû  au  géomètre  anglais  Bayes. 

Théorème  I.  —  Soient  p^^  Pii-'-i  Ph"-  les  probabilités 
que  des  causes  Ci,  C2,...,  C,-,...,  s' excluant  mutuellement, 
donnent  respectivement  à  rSi^énementFj.  Soient  ^,,  ^2,..., 
^,,...  les  probabilités  de  ces  causes.  Supposons  maintenant 
que  Véwénement  E  ait  été  obser^^é  dans  une  épreuve,  la 
probabilité  Z5i  que  VaîTivée  de  l' événement  observé  est 
due  à  la  cause  C,  est  donnée  par  la  formule 

Piqi 


PKqx-\- Piq%^.  '  •-\-  Pi qi 


En  effet,  soit  H,  la  probabilité  que,  avant  toute  épreuve, 
E  ait  lieu  sous  l'influence  de  C/  ^  en  vertu  du  principe  de  la 
probabilité  composée,  pour  obtenir  H,-,  il  faudra  multiplier 
la  probabilité  que  C,  est  en  jeu  ou  qi  par  la  probabilité  que, 
C,  agissant,  E  aura  lieu  ou  pi  -,  donc 

mais,  en  vertu  du  même  principe  de  la  probabilité  compo- 
sée, H,  s'obtient  en  multipliant  la  probabilité  P  de  l'arrivée 
de  E,  considérée  a  priojn,  et  d'une  manière  absolue  par  la 
probabilité  que,  cet  événement  ayant  eu  lieu,  il  soit  dû 
à  l'influence  de  C,,  probabilité  que  nous  avons  désignée 
par  C7,.  On  a  donc  aussi 

H,— PcT/, 


d'où  l'on  tire,  en  comparant  avec  la  formule 
(2)  Vai  =  piqi\ 


n 
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mais  P  est  la  probabilité  détermiiiée  a  priori  de  E  -,  cette 
probabilité  est  donnée  par  la  formule 

P  =z  /?,  <7,  H-  p^  /72-f- .  .  .  -f-  p.  ^y.-f- . .  . , 

qui  résulte  du  principe  de  la  probabilité  totale.  De  cette 
formule  et  de  la  formule  (  2  )  on  tire 

(3)  ^-  ^'•'^'• 


/>iÎiH-/?j7î-+-     •  '-^  Pi<li 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Quand  les  causes  ont  les  mêmes  probabilités,  la  for- 
mule (3)  devient 

rr  — — Zi__ 

P\   -i-p2  -+-..• 

Théorème  II. —  Les  mêmes  choses  que  dans  le  théorème 
précédent  étant  posées,  la  probabilité  pour  que  l'événe- 
ment E',  auquel  les  causes  Ci,  C2,...,  C,,...  donnent  les 
probabilités  p\^  p'^, . . . ,  p'^ , . . . ,  ait  lieu  quand  on  a  ob- 
sen^é  E,  est  donnée  par  la  foimule 

(4)  y,  CT,  4-  /?2  CJ,  -f-  .    .    .  -4-  p'itSi  -f-  .    .   . 

ou 

(5) 


ou 

P^  P\^t-^  P2  Pi  q^-h  .  ..-^pip'iqi 


p^qx-^  Piqx-^"  '^  Piqi-^-  •  • 

En  effet,  la  formule  (4)  est  la  formule  même  du  principe 
de  la  probabilité  totale  appliquée  à  l'événement  E',  et  la 
formule  (5)  s'en  déduit  en  remplaçant  cji,  cij,...,  u,,... 
par  leurs  valeurs  tirées  de  la  formule  (3). 

Problème  I.  —  Une  première  urne  contient  a^  boules 
blanches  et  b^  noires,  une  seconde  urne  contient  «,  boules 
blanches  et  b^  noires,  etc.  :  on  tire  de  ces  urnes  une  boule 
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qui  se  trompe  être  blanche,  quelle  est  la  probabilité  quelle 
soj't  de  la  première  urne? 

Les  causes  sont  ici  les  compositions  des  urnes  ;  les  proba- 
bilités que  ces  causes  donnent  à  l'événement  observé  sont 

^-, ^-5 Soit  n  le  nombre  total  des  urnes,  la 

probabilité  que  la  main  se  portera  sur  chacune  d'elles, 
avant  d'observer  l'événement  est  -5  et,  par  suite,  l'appli- 
cation du  théorème  de  Bayes  donne,  pour  la  probabilité 
que  la  boule  est  sortie  de  la  première  urne, 

I         <2,        ^  V^  la  «I        ^  V^       a 

n  Ui  -h  bi  '  ^  n  a  -\-  b  <'/,  H-  è,  *  ^  a  -\-  b 

Si  «  -f-  ^  est  le  même  pour  chaque  urne,  on  a  simple- 
ment —  -,  et,  si  l'urne  n°  i  contient  le  plus  de  blanches, 

c'est  d'elle  qu'il  est  le  plus  probable  que  sort  la  boule  en 
question,  ce  qu'indiquaient  a  priori  les  règles  du  bon  sens. 

Problème  II.  —  Une  urne  contient  des  numéros  mar- 
qués I,  2,  3,  4?  •  ♦  •  7  ^'^  tirant  au  hasard,  on  extrait  les 
numéros  a^b^c^...^  l-^  on  demande,  d'après  cela,  le  nombre 
probable  des  numéros  contenus  dans  l'urne. 

Les  numéros  a,  ^, . . . ,  /  extraits  constituent  un  événe- 
ment dont  les  causes  sont  les  hypothèses  que  l'on  peut  faire 
sur  le  nombre  des  numéros  contenus  dans  l'urne^  suppo- 
sons ce  nombre  égal  à  x^  la  probabilité  que  ce  nombre  est  x 
sera  donnée  par  la  formule 

Pj,  désignant  la  probabilité  que  le  nombre  x  donne  a  priori 
à  la  sortie  des  [numéros  a,  ^, . . . ,  /,  que  nous  supposerons 
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rangés  par  ordre  de  grandeur  et  croissants  -,  le  signe  E  doit 
s'étendre  de  /  à  l'infini,  car  on  ne  peut  pas  supposer  x<^l. 
Calculons  donc  p^.^  le  nombre  des  cas  possibles  est  Cj, 
n  désignant  le  nombre  des  numéros  tirés,  et  le  nombre  des 
cas  favorables  est  i  ;  on  a  donc,  pour  la  probabilité  de  l'hy- 
pothèse que  nous  avons  faite. 


I 

> —   > 


2-cî 


x  =  l 

ou  bien 


.t{.t  —  \).  .  .{a:  —  /2  +  l)         .r(.r  —  i).  .  .(.r  —  n  -\- 


./(/-  !)...(/  — /2  +  l)  (/_!-.  i)/_  .(/_„  -4-2) 

le  dénominateur  est  une  série  convergente  dont  on  peut 
trouver  la  valeur  en  partant  de  la  formule 

4.a/-'.+2_,_ 


I  —  z 


En  intégrant  n  fois  de  zéro  à  z,  la  dernière  intégration  se 
faisant  en  prenant  z  =  i ,  on  a 


OU  bien 


-i 


1.2.  .  .[n  —  i) 


dz. 


On  peut  ainsi  calculer,  par  les  fonctions  F  ou  par  les 
séries  à  volonté,  la  probabilité  de  chacune  des  hypothèses 
faites  sur  le  nombre  des  numéros;  l'hypothèse  qui  a  le  plus 
de  poids  est,  conmie  l'on  voit,  celle  qui  correspond  à  la 
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plus  petite  valeur  possible  de  x^  valeur  qui  est  a:  =  /:  et, 
dans  ce  cas,  la  probabilité  de  l'hypothèse  est  l'inverse  de 
la  série 

l  —  n-hi         (l  —  n  -\-i){l~  n  -h  7.) 


l-^i  (/-+-i)(/-f-?0 


le  cas  de  l^=  n  doit  être  remarqué  ;  la  probabilité  est  alors 
l'inverse  de  la  série 

1  1.2  1.2.3 


l-hl         (/-M)  (/-h  2)        (/-f-i)(/4-2)(/-f-3)  ' 

dont  la  valeur  approche  sans  cesse  de  l'unité  à  mesure  que 
/  croît. 


Examen  des  cas  où  l'emploi  du  calcul  infinitésimal 
■  devient  nécessaire. 

Jusqu'ici  nous  ne  nous  sommes  occupés  que  de  l'esti- 
mation des  chances  d'événements  qui  ne  pouvaient  se  pré- 
senter que  d'un  nombre  fini  de  manières^  il  y  a  des 
questions  dans  lesquelles  le  nombre  des  cas  possibles  et 
favorables  peut  croître  indéfiniment  lorsque  l'on  cherche 
a  les  rendre  tous  également  possibles.  Je  suppose,  par 
exemple,  qu'on  lance  un  dard  très-aigu  au  hasard  dans  une 
cible  de  surface  S;  sur  cette  cible  on  a  tracé  un  contour 
fermé  renfermant  l'aire  s.  Si  l'on  demande  la  probabilité 
que  le  dard  pénétrera  à  l'intérieur  du  contour  5,  pour  ré- 
soudre la  question,  il  faudra  décomposer  les  aires  S  et  ^  en 
portions  rectangulaires  égales  et  infiniment  petites  j  cha- 
cune d'elles  aura  la  même  chance  d'être  atteinte  par  le 
dard,  mais  leurs  nombres  sont  entre  eux  comme  S  et  5^  par 

suite,  la  probabilité  cherchée  est  -  • 

Lorsqu'il  devient  ainsi  nécessaire  de  subdiviser  les  cas 
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à  l'infini  pour  leur  donner  des  facilités  égales,  le  Calcul 
infinitésimal,  déguisé  ou  non,  s'introduit  forcément  dans 
l'analyse  des  hasards^  zéro  et  i  ne  sont  plus  alors  des  sym- 
boles de  certitude  absolue.  Si,  par  exemple,  on  suppose 
dans  la  question  précédente  que  le  contour  s  se  réduise  à 

un  point,  il  est  clair  que  le  rapport  ^  sera  zéro  :  il  y  aura 

certitude  morale  de  ne  point  atteindre  le  point  s  avec  le 
dard,  bien  que  cet  événement  ne  soit  pas  mathématique- 
ment impossible. 

Problème  I.  —  On  casse  au  hasard  une  tige  très-mince 
en  trois  morceaux,  quelle  est  la  probabilité  que  ces  trois 
morceaux  pourront  sentir  à  construire  un  triangle? 

Il  est  essentiel  de  dire  ce  que  nous  entendons  par  une 
tige  cassée  au  hasard  en  trois  morceaux  :  nous  voulons  dire 
pan  là  que  l  étant  la  longueur  de  la  tige  et  a^^b.^  c  étant 
les  trois  morceaux,  pourvu  que  l'on  ait  a  -h  b  -{-  c  =^  l^ 
chacune  des  combinaisons  obtenues,  en  attribuant  à  a, 
^,  c  des  valeurs  quelconques,  peut  se  présenter  a\^ec  la 
même  facilité. 

Partageons  la  tige  en  un  très-grand  nombre  in  de  par- 
ties égales,  et  admettons  d'abord  que  la  tige  ne  puisse  se 
casser  qu'aux  points  de  division.  Soient  x.,j.)  z  les  nombres 
de  divisions  contenues  dans  les  trois  morceaux  5  pour  que 
le  triangle  soit  possible,  il  faudra  que  l'on  ait 

.r<j-f-z,      J<^-f-z,      z<^J7-f-j, 

0 

et,  en  remplaçant  z  par  in  —  x — y^ 

Ces  formules  seront  satisfaites  en  prenant  x  =^  1  avec 
J  =  n  —  I  ^  X  =  3  avec  J  =^n  —  i,w  —  2^  x  z=  ^  avec 
J  =  n  —  I ,   n  —  2,  n  —  3, . . .  ^  et    enfin    x  =  /^  —  i   avec 
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)  =71  —  1 ,  72  —  2 , . . . ,  3 ,  2  ^  le  nombre  des  cas  favorables 
est  donc 

I  +  2  -i-  v3  -r  .  .  .  -f-  («  —  2)  =  . 

2 

Quant  aux  cas  possibles,  ils  correspondent  aux  valeurs 

jc  =  1   avec  j  =r  1 ,  2,  3, .  .  . ,  2.n  —  2, 

.r  =1  2  avec  y  z=i,  2,  3, .  .  . ,  2/2  —  3, ...  ; 

leur  nombre  est 

-                           /                                    (2/?  —  2)(2/?  —  l) 
2/2  —  2-h2/2  —  3-1-2 /Z  —  4-{-...-|-lr=:  ^ : 

2 

la  probabilité  cherchée  est  donc 

(0  (r?  —  i)(n  —  i) 

^  ^  \in  —  2)  {in  —  i)  ^ 

Si  Ton  suppose  tz  =  oo  ,  on  aura  la  solution  de  la  question 
en  admettant  que  la  tige  puisse  se  briser  en  un  point  quel- 
conque de  sa  longueur  avec  la  même  facilité  ;  dans  cette 
hypothèse,  l'expression  (i)  se  réduit  à  \. 

Problème  II.  —  Une  cible  circulaù^e  tourne  uniformé- 
ment autour  d'un  axe  vertical,  situé  dans  son  plan  et 
passant  par  son  centre.  Oji  tire  un  coup  de  fusil  dçuns  une 
direction  horizontale,  et,  en  visant  un  point  déterminé  de 
la  sphère  engendrée  par  la  cible  dans  soji  moui^ement  de 
rotation,  en  supposant  l'arme  juste,  on  demande  la  pro- 
babilité que  Von  a  d' atteindre  la  cible. 

Prenons  l'axe  de  rotation  pour  axe  des  j^  et  le  plan  ver- 
tical perpendiculaire  à  la  trajectoire  de  la  balle  pour  plan 
des  xj  -,  réprésentons  sur  ce  plan  le  contour  apparent  de  la 
sphère  engendrée  par  la  cible,  ou,  si  l'on  veut,  la  cible 
elle-même  au  moment  où  elle  coïncide  avec  le  plan  en 
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question,  Taxe  des  x  passera  par  le  centre  de  ce  cercle. 
Soient  m  le  point  visé,  x  gI  j  ses  coordonnées.  Nous  sup- 
poserons la  vitesse  de  la  cible  négligeable  vis-à-vis  de  celle 

Fig.  I. 


du  projectile,  en  sorte  que  la  cible  puisse  être  remplacée, 
sans  erreur  sensible,  par  sa  projection  sur  le  plan  des  xj. 
SoiL0  Fangle  de  la  cible  avec  le  plan  des  xj  au  moment  où 
la  balle  traverse  le  point  m.  La  cible  sera  atteinte  si  sa  pro- 
jection contient  le  point  m;  elle  ne  le  sera  pas  dans  le  cas 
contraire^  en  d'autres  termes,  la  cible  sera  atteinte  si  le 
point  m  est  intérieur  à  l'ellipse  qui  a  pour  équation 


cos'Q 


j^-=RS 


R  désignant  le  rayon  de  la  cible.  Cette  condition  sera  rem- 
plie si  l'on  a 


d'où  l'on  tire 


cos^Ô 


--}-j'-R'<o, 


cos'6> 


R^-J^ 


Le  rapport  du  nombre  des  cas  favorables  au  nombre  des  cas 
possibles  sera  alors  le  rapport  de  la  valeur  de  l'arc  dé  ter- 
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miné  par 


cos'e  = 


à  -)  en  ne  prenant  que  la  valeur  de  6  comprise  dans  le  pre- 
mier quadrant,  et  en  ne  considérant  que  le  quart  des  nombres 
de  cas  favorables  et  possibles.  La  probabilité  cherchée  est 
donc 

-  arc  cos  i  / z=f(.T,  r); 

la  probabilité  f(oc^j)  se  change  en  certitude  quand  on  a 
a:  =  G,  et  le  lieu  des  points  pour  lesquels  la  probabilité 
reste  la  même  est  une  ellipse,  ce  qui  était  facile  à  prévoir. 

Problème  III.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que 
dans  le  problème  précédent,  supposons  quau  lieu  de  viser 
un  point  m  déterminé  on  tire  au  hasard  dans  la  cible; 
quelle  sera  la  probabilité  de  l'atteindre? 

Pour  résoudre  cette  question,  décomposons  le  cercle 
tracé  sur  la  figure  en  éléments  rectangulaires  infiniment 
petits  de  côtés  dx  et  dj.  La  cible  peut  être  atteinte  pour 
une  infinité  de  causes  s'excluant  5  ces  causes  sont  représen- 
tées par  chacun  des  rectangles  dxdj^  leur  probabilité  com- 

dx  dY 
mune  est  — — -  -,  la  cause  dx  dy  agissant,  la  probabilité  de 

la  rencontre  a  été  calculée  et  trouvée  égale  à 


1 

—  arc  cos 


donc  la  probabilité  cherchée  sera,  en  vertu  du  principe  de 
la  probabilité  totale, 


^  =  ik'  Sf^'"  '"'  V  P=7  ''"*'• 
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L'intégrale  devant  s'étendre  à  toute  la  surface  du  cercle 
de  rayon  R,  pour  effectuer  l'intégration,  nous  conserverons 
la  variable  j^  mais  nous  poserons 


\/i 


nous  aurons  alors 


r-:  n::  COSG, 


L'intégrale  de  —  9  sinO  est  6  cosQ  —  sin0,  et,  par  suite, 


jarccosy/p^^rf.r 


arc  ces 


VR^-J^  VR^'^=7 


prise  entre  les  limites  zéro  et  ^R^ — r^,  cette  quantité  se 
réduit  à  l'unité^  on  a  donc 


J_    p 
^'RV_R 


dr  V  R^  -    y'  —  — ^ —  - 


Supposons  maintenant  que  l'adresse  du  tireur  soit  repré- 
sentée par  p'^  en  d'autres  termes,  supposons  que  le  tireur 
qui  vise  la  cible  ait  la  probabilité  /?  de  l'atteindre  dans 
le  cas  où  elle  ne  tourne  pas^  la  probabilité  qu'il  aura  de 
l'atteindre,  quand  elle  tourne,  sera  celle  d'un  événement 
composé,  et  on  l'obtiendra  en  multipliant  la  probabilité  p 
d'atteindre  la  cible  dans  sa  position  directe  par  la  proba- 

bilité  -  de  Tatteindre  quand  elle  tourne  et  quand  la  balle 

frappe  dans  la  sphère  engendrée  par  la  cible. 
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Ainsi,  quand  on  tire  dans  une  cible  tournante  placée  à 
une  distance  assez  grande  pour  qu'il  y  ait  à  peu  près  la 
même  chance  d'atteindre  un  quelconque  de  ses  points  lors- 
qu'elle ne  tourne  pas,  la  chance  que  l'on  a  de  l'atteindre 

quand  elle  est  en  mouvement  est  à  peu  près  les  -  de  celle 

que  l'on  avait  de  l'atteindre  quand  elle  est  au  repos. 

Problème  IV.  —  Deux  indwidus  A,  B  5e  donnent  ren- 
dez-vous pour  le  même  jour  au  même  endroit;  ils  con- 
viennent de  s' attendre  pendant  une  heure,  sans  préciser 
le  moment  où  ils  arriveront  dans  l'endroit  en  question; 
quelle  est  la  probabilité  qu'ils  ont  de  se  rencontrer  ? 

La  rencontre  peut  avoir  lieu  de  deux  manières  :  ou  A 
arrive  le  premier  au  rendez-vous,  ou  B  y  arrive  le  premier^ 

chacun  de  ces  événements  a  pour  probabilité   -;    si  l'on 

désigne  par  P  la  probabilité  de  la  rencontre  quand  A  arrive 
le  premier,  elle  sera  aussi  P  quand  B  arrivera  le  premier, 
et  la  probabilité  de  rencontre  dans  l'une  ou  l'autre  hypo- 
thèse sera 


2 


(P-i-P), 


c'est-à-dire  encore  P.  Nous  pouvons  donc  supposer  que  A 

arrive  le  premier    sans    altérer   la   probabilité   cherchée. 

Comptons  le  temps  à  partir  de  Torigine  de  la  journée  du 

rendez-vous  et  désignons-le  par  t-^  soit  T  la  durée  de  la 

journée  et  r  celle  de  l'heure  en  fonction  d'une  unité  de 

temps  que  nous  laisserons  indéterminée.  A  peut  arriver  à 

chacun  des  instants  de  la  journée,  et  la  probabilité  qu'il 

7  dt 

arrive  a  une  époque  comprise  entre  t  et  t  -h  cit  est  —  ; 

considérons  l'arrivée  de  A  comme  une  cause,  la  probabilité 

5. 
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(le  la  rencontre,  quand  cette  cause  est  un  jeu,  sera  égale 

au  rapport  du  nombre  —  des  cas  où  B  arrivera  pendant  le 

T t 

séjour  de  A  au  nombre  total  — -—  des  cas  qui  pourront  se 

présenter,  nombre  qui  est  mesuré  par  l'intervalle  compris 
entre  les  époques  t  et  T,  puisque  A  est  arrivé  nécessaire- 
ment avant  B.  La  probabilité  de  la  rencontre,  en  vertu  du 
principe  de  la  probabilité  totale,  sera  la  somme  des  pro- 
duits 


dt  X  r      rdt 

T  ^  T^t     ""^      j    T(T-^ 


Toutefois,  il  faut  observer  que  si  A  arrive  aux  époques 
comprises  entre  T  —  t  et  T,  la  rencontre  est  certaine  :  il 
faudra  donc  prendre  l'intégrale  précédente  entre  les  li- 
mites zéro  et  T  —  t,  et  y  ajouter  l'intégrale  de  7-  X  i  ou 

de   —  prise  entre  les  limites  T — t  et  T-,  car,  entre  ces 

limites ,  la  probabilité  de  la  rencontre  n'est  plus ^ 

mais  bien  l'unité.  On  a  ainsi 


r ^ - ^     Tdt         r'    dt 


ou  bien 


la  probabilité  cherchée  ne  dépend  donc  que  du  rapport  -  • 
Prenons  la  journée  de  douze  heures,  nous  aurons 

-  =  —     et     P=: f-  — logi2. 

T        12  12       12     ^ 
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En  effectuant  les  calculs,  on  a  à  peu  près 
P  =  0,2904. 

On  peut  contrôler  l'exactitude  de  la  formule  (i)  en  pre- 
nant r  =  T  ^  dans  ce  cas  on  a  un  rendez-vous  ordinaire 
entre  gens  exacts.  La  rencontre  est  certaine,  on  doit  donc 
avoir  P  =  i  :  effectivement,  si  l'on  fait  T  =  t  dans  (i),  on 
trouve  bien  P=i.  De  même,  si  l'on  y  fait  t  =  o,  on 
trouve  P  =  o,  et,  en  effet,  on  conçoit  que,  si  les  séjours 
de  A  et  de  B  sont  infiniment  courts,  ils  risqueront  fort  de 
ne  pas  se  rencontrer. 

On  a  ici  un  exemple  de  probabilité  nulle  qui  n'indique 
pas  une  impossibilité  absolue,  mais  une  impossibilité  mo- 
rale. Effectivement,  les  individus  A  et  B  peuvent  passer  au 
même  instant  au  rendez- vous,  mais  cet  événement  en  lui- 
même  n'a  aucune  chance  en  sa  faveur. 

La  considération  de  l'infini  s'introduit  quelquefois  d'une 
manière  différente  dans  les  questions  de  probabilités.  Ainsi 
il  peut  se  faire  que  l'application  du  principe  de  la  proba- 
bilité totale  ou  de  la  probabilité  composée  conduisent  à  des 
séries  ou  à  des  produits  infinis.  Nous  allons  en  donner 
quelques  exemples. 

Problème  V.  —  Un  individu  tire  dans  une  urne  deux 
fois  de  suite,  cette  urne  contient  une  blanche  et  une  noire  : 
s'il  tire  deux  fois  blanche,  il  gagne  i  franc,  s'il  ne  tire 
pas  deux  fois  blanche,  on  le  laisse  tirer  encore  deux  fois 
de  suite  dans  une  urne  qui  contient  deux  noires  et  une 
blanche,  et  ainsi  de  suite,  en  augmentant  toujours  de  i 
le  nombre  des  boules  noires.  Quelle  est  la  probabilité 
que  cet  individu  a  de  gagner  son  franc? 

Il  est  plus  commode,  pour  résoudre  la  question,  de  cher- 
cher la  probabilité  que  l'individu  a  de  ne  pas  gagner  le 
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franc,  parce  que  c'est  chercher  la  probabilité  que  le  tirage 
se  continuera  indéfiniment;  nous  avons  alors  affaire  à  un 
événement  composé  des  suivants  :  i°  que  dans  la  première 
urne  l'individu  ne  tirera  pas  2  fois  blanche  de  suite  :  la 

probabilité  de  tirer  blanche  2  fois  de  suite  est  -  x  -  ou  y? 
*  224 

et  la  probabilité  de  ne  pas  tirer  2  fois  de  suite  blanche 

est  (  I  —  y  ]  ;  2"  que  dans  la  deuxième  urne  l'individu  en 
question  ne  tirera  pas  2  fois  de  suite  blanche  :  la  probabi- 
lité de  cet  événement  simple  est  i ->  et  ainsi  de  suite: 

,  9 

la  probabilité  cherchée  est  donc 

(-i)(-5)('-i^)-(-i)-- 


or  on  a 


sma:  zzr  x  1  I -.  1  l  I  —  y— 


d'où  l'on  tire 

sin.r 


('     4"V\'     g-')"' 


et,  en  faisant  a:  =  tt, 

2^    '"^  /  .r\   ""  y         4^   V         9/ 


ou 


2 
Ainsi  la  probabilité  que  l'individu  a  de  ne  pas  gagner 
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le  franc  est  -  ?  la  probabilité  qu'il  a  de  le  gagner  est  donc 

I ou  également  -  • 

Problème  VI.  —  On  dit  que  des  joueurs  jouejit  une 
poule  quand  deux  d'ejitre  eux  font  une  pajtie,  le  per- 
dant se  trouvant  remplacé  par  un  autre  joueur,  jusquà 
ce  que  le  même  joueur  ait  gagné  deux  fois  de  suite;  ceci 
posé,  trois  joueurs  A,  B,  Q  jouent  une  poule  ;  on  demande 
la  probabilité  que  chacun  a  de  la  gagner,  en  supposant 
que  A  et  B  commencent  d'abord. 

A  peut  gagner  la  poule  : 

1°  En  gagnant  la  première  partie;  2°  en  la  perdant. 

1°  Supposons  que  A  gagne  la  première  partie,  ce  dont  la 

probabilité  est  ->  il  pourra  gagner  la  poule  dans  l'une  des 

hypothèses  comprises  dans  le  tableau  suivant  : 

1^'^  HYPOTHÈSE.   U^  HYPOTHÈSE.   3 ^^  HYPOTHÈSE. 


i^"  partie. 

.  .  .      A  gagne. 

?.'-•        »      . 

...      A  gagne 

3*^       »     . 



4-     »    . 

5'       »     . 



6«       .     . 



r    ■>  . 

■  •  •       •- 

8«       »     . 

...       

Les  probab 


A  gagne 
B  gagne 
C  gagne 
A  gagne 
A  gagne 


A  gagne.. 
B  gagne. . 
C  gagne.. 
A  gagne.. 
B  gagne.. 
C  gagne.. 
A  gagne.. 
A  gagne. . 


2^ 


2'" 


ilités  respectives  de  ces  hypothèses  sont  -» 
-,  donc  la  probabilité  que  A  gagnera  la  poule, 
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après  avoir  gagné  la  première  partie,  est 

^  I     /  I  I  I  I  \  î  I  2 

P  —  -     -  -f-  -  -f-  -  H 1-- .  .  .      = I3T  -. 

2    \  9.  2*  2'  2'"  /  4  '  7 

2^ 

2"  Supposons  que  A  perde  la  première  partie,  ce  dont 
la  probabilité  est  -5  en  dressant  un  tableau  comme  le  pré- 
cédent, on  verrait  que  la  probabilité  qu'il  a  de  gagner  la 
poule  est 

^,1/1  T  I  \  f  I  I 

P'=:^- 1 i h...)  —  — 

2    \2^  2''  1"^  }  2* 


2» 

La  probabilité  totale  que  A  a  de  gagner  est  donc  P  -f-  P' 

5 
ou  —j\  c'est  aussi  la  probabilité  qu'a  B  de  gagner  la  poule; 

la  probabilité  qu'a  C  de  gagner  est 

5         ^  2 

I j j     ou      - . 

14        «4  7 

Disons  enfin  que  l'infini  peut  encore  s'introduire  dans 
certaines  questions,  lorsqu'y  laissant  des  données  indéter- 
minées on  fait  tendre  ces  données  vers  certaines  limites. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  demande  la  probabilité 
de  tirer  m  fois  de  suite  une  boule  noire  d'une  urne  qui 
contient  m  boules,  dont  une  blanche  et  m  —  i  noires. 

La  probabilité  d'extraire  une  boule  noire  est  ou 

1 î  la  probabilité  de  l'extraire  /;*  fois  de  suite  est 


I ....„..., 

Si  l'on  suppose  que  1  on  prenne  le  nombre  m  de  plus  en 
plus  grand,  celte  quantité  tend,  comme  l'on  sait,  vers  la 

limite  -^  de  telle  sorte  que,  si  m  est  très-grand,  on  peut  esti- 
mer sans  grande  erreur  la  probabilité  cherchée  égale  à  -  ^  il 

n'est  pas  d'ailleurs  sans  intérêt  de  faire  quelquefois  de  ces 
hypothèses  qui  ne  se  réalisent  pas,  mais  qui  servent  à  fixer 
des  limites  entre  lesquelles  varient  les  quantités  que  Ton 
cherche;  ainsi,  dans  l'exercice  précédent,  on  peut  voir  que, 

11- )     allant  en  croissant  avec  w,  la  probabilité  cher- 


chée restera  toujours  inférieure  à  -->  c'est-à-dire  environ 


,     lO 

a  — 

27 


Résolution  des  questions  de  probabilité  par  la  méthode 
des  fonctions  génératrices. 

Nous  avons  vu  que  l'on  pouvait  traiter  les  questions 
d'analyse  combinatoire  en  considérant  les  résultats  du  cal- 
cul comme  les  termes  de  certains  développements;  cette 
méthode  est  très -fréquemment  appliquée  dans  le  calcul  des 
probabilités.  Nous  allons  en  donner  quelques  exemples. 

Problème  I.  —  Etant  donnés  n  dés  présentant  cha- 
cun  f  faces,  numérotées  1,  2,  3,.  .  .  ,y,  calculer  la  proba- 
bilité d'amener  un  nombre  de  points  «  a^^ec  ces  dés. 

On  connaît  la  toupie  vulgairement  appelée  tonton;  sa 
forme  générale  est  celle  d'une  surface  prismatique,  termi- 
née par  une  tige  et  une  pointe  ;  sur  chaque  face  de  cette 
toupie  est  marqué  un  numéro  ;  lorsque  le  mouvement  im- 
primé à  ce  petit  jouet  s'éteint,  il  tombe  sur  une  de  ses 
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faces;  un  dé  àe  f  faces  sera,  si  l'on  veut,  un  tonton  dont 
la  surface  prismatique  présentera  y  pans  égaux. 

Ceci  posé,  désignons  par  «,  ^,  c, .  . . ,  /  les  numéros  in- 
scrits sur  les  faces  sur  lesquelles  les  dés  tombent-,  les  cas 
favorables  à  l'arrivée  de  l'événement  attendu  sont  les  ma- 
nières dont  on  peut  choisir  les  nombres  a,  è, ...,/,  de  telle 
sorte  qu'ils  satisfassent  à  l'égalité 

a  -^  b  -h  .  . .  -h  l  =  x; 

or,  si  l'on  considère  la  fonction 

(.r  -+-  .r'  -f-  .r3  -i-  ,  .  .  -f-  .xf)"-  =:r  X, 

le  coefficient  de  a:*  dans  son  développement  sera  le  nombre 
de  manières  dont  on  pourra  choisir  les  exposants  de  x  com- 
pris entre  i  etf^  de  telle  sorte  que  la  somme  de  n  d'entre 
eux  fasse  a.  Ainsi  le  coefficient  de  j:*  sera  Je  numérateur 
de  la  probabilité  cherchée  ^  quant  au  dénominateur,  il  sera 
évidemment  égal  à  la  somme  de  tous  les  coefficients  des  di- 
verses puissances  de  x,  somme  que  l'on  peut  obtenir  en 
faisant  x  --  i  dans  la  fonction  X,  et  que  l'on  trouve  ainsi 
égale  à/". 
Or  on  a 

ou  bien 

X  =  .7-"  ^  I  —  .rfy  (  I  —  x)-"  ; 

les  binômes  qui  figurent  dans  cette  expression  se  déve- 
loppent par  les  formules 

<  r\n  '*     f\    n{n  —  i) 

(  1  —  .r/ )"  --  I .rJ  -1 ^y  —  .  .  .  , 

'  I  1.2 


I  —  .r/\  " 
X  :^  l  X , 


n 

I  1.2 


.r'   4-  .  .  . , 


^a'où  Ton  conclut  facilement  le  coefficient  de  x'^  dans  X.  En 
désignant  par  N^  ce  coefficient,  la  probabilité  cherchée 
devient 

Supposons  que  l'on  demande  la  probabilité  d'amener  y 
avec  deux  dés  ordinaires,  cette  probabilité  sera  le  coefficient 
de  x''  dans 

ou  de  x^  dans 
36 


_^fl_^.6)2(i__^)-2 


=  -^  (i  —  a.r''  -f-  .r'2)(i  -u  2.r  -f-  3^'  -f-  4-^^ 


le  coefficient  de  x^  est 


36  ~  6 


Le  point  7  est  le  point  qui  a  le  plus  de  chance  de  se  pré- 
senter ^  en  effet,  les  probabilités  des  points  2,  3,  4^  ^t  6?  7? 
8,  9,  10,  II,  12  sont  respectivement  entre  elles  comme  les 
nombres  i,  2,  3,  4^  ^1  6,  5,  4,  3,  2,  1^  il  y  ^  plus,  on  voit  : 
1°  qu'il  y  a  autant  de  chances  d'amener  un  point  supérieur 
à  7  que  d'en  amener  un  inférieur^  2°  que  deux  points  dont 
la  somme  fait  i4  ont  des  chances  égales  de  se  présenter-, 
cette  conclusion  peut  être  généralisée  et  étendue  à  un 
nombre  quelconque  de  dés  présentant  le  même  nombre  de 
faces.  La  démonstration  de  ce  théorème  est  facile  à  établir, 
en  convertissant  en  intégrale  définie  le  terme  général  du 
développement  de  X,  conformément  à  la  méthode  donnée 
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(p.  5),  OU  bien  encore  en  observant  que  les  termes  éga- 
lement distants  des  extrêmes  dans  X  doivent  avoir  des 
coefficients  égaux  ;  on  pourrait  presque  en  conclure  que  le 
terme  du  milieu  est  un  maximum,  et  s'en  servir  pour  cal- 
culer le  point  le  plus  probable. 

Problème  II.  —  Une  urne  contient  des  boules  numé- 
rotées \^  i^Z^.  .  .  ^  n\  oji  en  tire  a  d' un  seul  coup,  et  V on 
demande  la  probabilité  pour  que  la  somme  des  numéros 
tirés  soit  égale  à  s. 

La  probabilité  cherchée  est  celle  d'un  événement  dans 
lequel  les  chances  favorables  peuvent  se  présenter  de  plu- 
sieurs manières  qui  s'excluent,  à  savoir  de  toutes  les  ma- 
nières dont  on  peut  grouper  a.  des  nombres  i ,  2,  3, .  .  . ,  /z, 
de  manière  que  leur  sommç  fasse  s-^  or  le  coefficient  de  t*j:' 
dans 

est  aussi  le  nombre  des  manières  dont  on  peut  prendre 
parmi  les  exposants  i,  2, .  ,  . ,  7z,  de  a:,  a  nombres  dont  la 
somme  soit  s.  Le  nombre  des  cas  favorables  à  l'événement 
dont  nous  cherchons  la  probabilité  est  donc  le  coefficient 
de  t'^x'  dans  f{oc^  f),  le  nombre  des  cas  possibles  est  C", 
d'où  l'on  conclura  facilement  la  probabilité  quand  on  con- 
naîtra le  coefficient  de  t'^x\  Euler  a  donné  le  coefficient 
de  t*  sous  forme  explicite,  lorsque  n  =  co  ^  dans  son  Intro- 
ductio  in  Analjsin;  mais  je  ne  crois  pas  que  l'on  connaisse 
l'expression  de  ce  coefficient  dans  le  cas  où  n  est  fini,  en 
fonction  de  n. 

Nous  pourrions  pousser  plus  loin  l'étude  de  cette  ques- 
tion^ nous  ne  le  ferons  pas,  parce  que  notre  but  dans  ce 
Chapitre  a  moins  été  de  résoudre  des  questions  difficiles 
({ue  de  montrer  comment   on  devait   appliquer  et  com- 
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prendre  les  principes.  Dans  les  Chapitres  suivants,  nous 
appliquerons  successivement  le  calcul  des  probabilités  à 
l'étude  des  phénomènes  et  de  leurs  causes,  aux  jeux  de 
toute  espèce,  et  en  particulier  aux  opérations  des  compa- 
gnies d'assurances,  qui  sont  de  véritables  jeux. 

Méthodes  indirectes. 

La  probabilité  d'un  événement  peut  souvent  se  présenter 
comme  l'inconnue  d'une  équation  à  résoudre.  Nous  allons 
montrer  le  genre  de  questions  qui  conduisent  à  des  solu- 
tions de  ce  genre. 

Problème  I.  —  Trois  joueurs  font  une  poule  [voir  la 
définition  de  ce  mot,  p.  71),  A  joue  d'abord  contre  B  et 
perd  ;  on  demande  quelle  est  alors  pour  chaque  joueur  la 
probabilité  de  gagner  la  poule. 

Soient  respectivement  x^  j^  z  les  probabilités  relatives 
à  A,  B,  C,  on  aura  d'abord 

.^  -f-  jr  -h  z  =  I , 

car  l'un  des  joueurs  gagnera.  Or  B  d'abord  peut  gagner  : 
1°  en  gagnant  la  première  partie  :  la  probabilité  de  cette 

hypothèse  est  -•,  2®  en  perdant  cette  première  partie,  mais 

en  gagnant  deux  parties  de  suite  aux  coups  suivants,  ce 
dont  la  probabilité  est  .r,  car  alors  il  se  trouve  dans  le 
même  cas  que  A  au  début.  On  a  donc,  en  observant  que  la 

probabilité  de  la  seconde  hypothèse  est  -> 

1  I 

7=    -  -f-   -  JT. 

2  2 

Quant  à  C,  il  ne  peut  gagner  la  poule  qu'en  gagnant  la 
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première  partie  qu'il  joue  :  la  probabilité  de  cette  hypo- 
thèse est  -  >  mais  alors  il  se  trouve  dans  le  même  cas  que  B 
au  début,  et  la  probabilité  de  gagner  la  poule  en  gagnant 
la  première  partie  est  -j^;  on  a  donc 


on  lire  des  trois  équations  trouvées 

4  2 

or—  -î      j-^=  -,       z=  -' 

7  7  7 

Si  l'on  demandait  la  probabilité  que  chaque  joueur  a  de 
gagner  au  début,  on  raisonnerait  comme  il  suit  :  A  jouant 
contre  B  peut  gagner  ou  perdre  la  première  partie;  s'il  la 

perd,  la  probabilité  qu'il  a  de  gagner  est  -;  s'il  la  gagne, 

la  probabilité  qu'il  a  de  gagner  est  la  probabilité  que  B 

avait  de  gagner  tout  à  l'heure  ou  -•,   donc  la  probabilité 

que  A  a  de  gagner  la  poule  est,  avant  de  commencer  la 
première  partie, 

II        I  4 

2  7    '   2  7' 

5 
c'est-à-dire  --?;  c'est  aussi  la  probabilité  relative  à  B.  Quant 

5  2.. 

à  la  probabilité  relative  à.  C,  elle  est  i  —  2  — 7  ou  ->  ainsi 

que  nous  l'avions  trouvé  plus  haut. 

Si  au  lieu  de  trois  joueurs  on  en  considérait  un  plus 
grand  nombre,  la  marche  à  suivre  pour  résoudre  la  ques- 
tion serait  la  même. 
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Problème  II.  —  Deux  joueurs  A,  B  possèdent  Vun 
a  francs  l'autre  b  francs;  ils  jouent  i  franc  la  partie;  on 
demande  la  prohabilité  que  A  ruinera  B  ou  que  B  rui- 
nera A. 

Soit  y  (x)  la  probabilité  que  A  sera  ruiné  lorsqu'il  pos- 
sède X  francs.  A  peut  être  ruiné  soit  en  gagnant,  soit  en 
perdant  la  partie  qui  va  se  jouer.  S'il  gagne,  il  possédera 
x-hi  francs  et  la  probabilité  qu'il  sera  ruiné  sera  y  (a:  4- 1)  '•, 
s'il  perd,  il  possédera  x  —  i  francs  et  sa  probabilité  d'être 
ruiné  sera  fi^x  —  i)^  mais  la  ruine  de  A  étant  un  événe- 
ment qui  peut  avoir  lieu  sous .  l'influence  de  deux  causes 

distinctes  dont  la  probabilité  est  -  pour  chacune  d'elles,  à 

savoir  qu'il  gagnera  ou  qu'il  perdra,  on  aura,  en  vertu  du 
principe  de  la  probabilité  totale, 

/H  =  ^/(.r  +  .)-H^/(.r-:,), 

d'où  l'on  tire 

/(.r4-l)-2/(.r)-f./(x-i)=.0. 

La  différence  seconde  àc  f[x)  est  donc  nulle-,  donc  sa 
différence  première  est  constante  :  je  dis  constante  et  non 
périodique,  parce  que  nous  n'avons  évidemment  à  consi- 
dérer que  des  valeurs  entières  de  x  ^  mais  la  différence  pre- 
mière àe  f[x)  étant  constante  et  égale  à  c,  par  exemple, 
on  a 

f[jc)-.f(x—\)-r-C, 
/(.r_,)r=:/(^— 2)+C, 


/(.)--/(o)-f-.. 
Or /(o)  est  égal  à  i^  on  a  donc,  en  ajoutant. 
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En  faisant  x  ^=^  a  ei  x  ^=b  dans  cette  formule,  on  a 

f[a)=^i-^ca,     f{h)  =  i-h-cb; 

or  f(n)  et  f(l>)  ont  pour  somme  l'unité,  car  l'un  des 
joueurs  A  et  B  sera  ruiné  j  en  ajoutant  alors  les  deux  for- 
mules précédentes,  on  trouve 

1=^  2  -hc{a  -+-  h); 

cette  relation  fait  connaître  c  et  l'on  a 


1 


a  -h  h'' 


il  en  résulte 

/f,,\--,_-      ""     , 

/('' 

fW-'      ^_^^' 

ou,  si  l'on  veut. 

/(«)  =  «-i^' 

/(* 

fl  -t-  b 


On  voit  ainsi,  ce  que  le  simple  bon  sens  indique  d'ail- 
leurs, que  le  joueur  le  plus  riche  est  celui  qui  a  le  moins 
de  chances  d'être  ruiné  ^  il  y  a  plus,  si  l'on  fait  rt  r=  oo  ,  on 
trouve  y(Z>)  =  I,  et  le  joueur  qui  joue  contre  un  individu 
infiniment  plus  riche  que  lui  est  inévitablement  ruiné  \  ce 
joueur  infiniment  riche  existe,  c'est  le  public.  Le  joueur 
de  profession  joue  contre  le  public,  et  la  discussion  précé- 
dente met  en  évidence  le  désavantage  de  sa  position^  tou- 
jours d'accord  avec  les  principes  de  la  morale,  c'est-à-dire 
du  bon  sens,  le  calcul  des  probabilités  fournit  souvent  des 
préceptes  et  de  sages  conseils  dans  notre  conduite. 

Un  grand  nombre  de  questions,  relatives  au  calcul  des 
probabilités,  conduisent  ainsi  à  des  équations  aux  diffé- 
rences finies-,  malheureusement  les  méthodes  que  l'on  a 


CHAPITRE    II.    —    EXPOSITION    DES    MÉTHODES.  8l 

pour  intégrer  ces  équations  sont  fondées  sur  des  théories 
que  nous  ne  pouvons  pas  exposer  ici,  parce  qu'elles  ne  com- 
portent pas  une  rigueur  suffisante,  et  c'est  peut-être  ce  qui 
a  empêché  les  analystes  modernes  de  se  livrer  à  l'étude  du 
Calcul  des  probabilités.  On  ne  voit  pas,  en  effet,  que  cette 
science  ait  fait  des  progrès  sensibles  depuis  Laplace  et  Pois- 
son, du  moins  en  dehors  de  ses  applications  aux  méthodes 
d'observation. 

Dans  le  Traité  de  Laplace,  on  peut  lire  un  certain  nombre 
de  solutions  de  problèmes  qui  conduisent  à  des  équations 
aux  différences  finies  partielles  ^  ces  questions  sont  résolues 
par  la  méthode  des  fonctions  génératrices.  On  pourrait  sou- 
vent représenter  directement  la  solution  au  moyen  d'inté- 
grales définies,  mais  les  résultats  ainsi  obtenus  ne  satisfont 
point  assez  l'esprit  pour  que  nous  en  présentions  ici  des 
exemples. 

Problème  III.  ■ —  A  joue  avec  B  ^  à  chaque  partie,  les  pro- 
babilités qu'ils  ont  respectivement  de  gagner  sont  p  et  q^ 
en  sorte  que  p  -{-  q  =z  i-^  ils  possèdent  en  entrant  au  jeu 
a  francs  et  b  francs;  on  demande  la  probabilité  que  K 
ruinera  B  avant  le  coup  de  rang  n. 

Soit  f[x^  j)  la  probabilité  que  A  ruinera  B  quand  ce 
dernier  possède  encore  x  francs  et  quand  on  a  encore 
j  coups  à  jouer.  Deux  causes  peuvent  amener  la  ruine 
de  B  :  i  °  le  gain  de  la  partie  qui  va  se  jouer  par  A  ^  2°  le  gain 
de  la  même  partie  par  B.  Les  probabilités  de  ces  causes  sont 
p  et  q  respectivement^  mais  la  première  cause  donne  à  la 
ruine  de  B  la  probabilité  f[x —  i,  j^  —  i),  la  seconde  lui 
donne  la  probabilité  y  (x  -f- 1 ,  JT  —  0  î  ^^  ^  donc,  en  vertu 
du  principe  de  la  probabilité  totale, 

(1)         /(.r,  j)  =p/{x  -  I,  j  _  i)  4-  q/{x  +  1,  J  -  l). 
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On  intégrera  cette  équation  aux  diflerences  en  posant 

c  étant  arbitraire,  et  a  et  Z>  étant  simplement  assujettis  à 
vérifier  l'équation 

(l  bis)  1  r=::pa~^  b~^  -t-  qah^^ 

ou 

b  ■=  qa  -\-  pa~^  ; 

on  pourra  donc  prendre 

OU,  plus  généralement, 

le  signe  S  s'étendant  à  une  suite  indéfinie  de  valeurs  arbi- 
traires de  c  et  de  a.  Développant  alors  [qa-\-pa~^y  par 
la  formule  du  binôme  de  Pascal,  et  posant 

2cei'  =  <p(.r), 

on  ai;ra 

(  /(•^,  y)  ■=  q^^i^  +7)  -f-  7  q^-'p<f(^-^j  -  2) 

(2)       J  _ 

I  ^  ^Cr -  0  ^r-^p^^u  -4-7  -  4)V . . . . 

Maintenant  observons  ^^  f(oc^  y)  est  nul  pourj^  =  o, 
si  B  possède  quelque  chose,  c'est-à-dire  tant  qUe  x  est  plus 
grand  que  zéro.  Au  contraire, /(j:,j^)  est  égal  à  l'unité,  si 
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X  est  nul  quand  j^  =  o,  i ,  2,  3, . . .  *,  en  ayant  égard  à  ces 
deux  remarques,  réquation  (2)  fournit  les  relations 

(  3  )  o  =  ©  [x)  pour  ^  =r  1 ,  2,  3, ...  ; 

la  relation  (4)  pourra  donc  s'écrire,  en  vertu  de  la  rela- 
tion (3), 

I  =pr^{  —  y)  +  lpr-^q^{  —  j  +  2). .  ., 

et  dans  cette  formule  on  ne  doit  prendre  que  les  termes  où 
l'argument  sous  le  signe  (p  est  nul  ou  négatif 5  on  a  alors, 
pour  j=:o,  I,  2,  3,..., 

i^-<p(o), 

l:=zp  cp(—  1), 


ou 

çp(o)=:i; 

.(-0=^5 

.(-^)  =  ^^-, 

.(  3)^-;'''-, 

On  pourra  ainsi  calculer  de  proche  en  proche  les  valeurs 

de  q>(o),   (s^[ — 1),  çj)( — 2), La  formule  (2)   fera  alors 

connaître  /(x,  j).  Mais  on  peut  donner  une  autre  solution 
de  la  question^  et,  en  effet,  reprenant  la  formule  (i  bis)  qui 
lie  entre  elles  les  constantes  a  et  ^,  on  en  tire 


6. 
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faisant  alors  usage  de  la  formule  de  Lagrange  pour  cal 
culer  a*,  on  a 


1.2.3  6*-»-« 

La  solution  de  l'équation  (i)  étant  de  la  forme 

ca'hT^     ou,  plus  généralement,     l^ca^b^, 
on  pourra  écrire 

ou  bien,  en  posant  Ecè"  égal  à  cj)(m), 


(5 


i  r  -^ 

f[x,  y)  — /?'    cp(j  —  .r)  -f-  -  pq>^{y  -.  x  —  i) 


.r(^-h3) 


1.2 


/''î'ffj— •^  — 4)+---   • 


Or  nous  avons  déjà  vu  que  f{x^  o)  =  o  pour  a:>  o, 
et/(o,j)  =  i  pour  j=o,  i,  2,  3,...^  l'équation  (5)  donne 
alors 

o  =  (j>( —  oc)  4-  - pqfo{ —  .r  —  2)  -f-.  .  .  , 

La  première  de  ces  formules  sera  satisfaite  en  posant 
(^(x)  =  o  pour  toutes  les  valeurs  négatives  de  o:^  la  seconde 
exige,  au  contraire,  que  9(0),  9(1),  9(2),...  soient  égaux 


I 
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à  l'unité  j  on  a  donc,  au  lieu  de  l'équation ^(5), 

r  r(  r  +  3  ) 

f[x,  y)  —7?^     I  -f-  xpq  +  — Y"^^ — P'q^ 


jr(.7:  +  3)(.r  4-5)  ^^^ 

1.2.3 


H-  -^ —   "^        '  p'q'  + .  • .  J , 


le  développement  devant  être  poussé  jusqu'à  ce  que  j  —  x 
devienne  égal  ou  supérieur  au  double  de  l'exposant  de  q. 
Maintenant,  pour  résoudre  la  question  proposée,  il  suffit 
de  faire  x  ^=b  et  j)=  n^  et  l'on  a,  pour  la  probabilité 
cherchée, 

La  question  que  nous  venons  de  traiter  montre  bien  où 
se  trouvent  généralement  concentrées  les  principales  dif- 
ficutlés  du  Calcul  des  probabilités  *,  et  il  est  évident  que  les 
progrès  de  ce  Calcul  dépendent  en  grande  partie  de  ceux  de 
la  théorie  des  équations  aux  dilîérences  finies. 


Observation  générale  relative  à  l'application  des  principes  exposés 
dans  ce  Chapitre. 

L'application  des  principes  exposés  ci-dessus  est  assez  dé- 
licate, et  les  personnes  qui  abordent  le  Calcul  des  proba- 
bilités feront  bien  de  vérifier  que  les  principes  s'appliquent 
réellement  aux  questions  qu'elles  cherchent  à  résoudre, 
en  recommençant  sur  ces  questions  particulières  les  démon- 
strations des  principes  fondamentaux. 

Voici,  par  exemple,  un  problème  auquel  une  application 
trop  précipitée  du  principe  de  la  probabilité  composée  con- 
duirait à  un  résultat  inexact. 

Problème.  —  Un  étang  contient  un  nombre  de  poissons 
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d'égale  grosseur  et  de  même  espèce  représenté  par  w^ 
on  demande  la  probabilité  de  pêcher,  en  deux  coups  de 
filet ^  d'abord  a  puis  b  poissons. 

L'application  faite  à  la  légère  du  principe  de  la  probabi- 
lité composée  conduirait  à  dire  :  «  La  probabilité  de  pocher 
d'abord  a  poissons  est 

m  =  n 

C:^C    ou    c^:2"î 
la  probabilité  d'en  pêcher  b  quand  on  en  a  déjà  péché  a  est 

Cî_«:    ^   c;r_,    ou    cS_,:2"-% 
et,  par  suite,  la  probabilité  cherchée  estr 


Mais  il  est  facile  de  voir  que  le  principe  de  la  probabilité 
composée  ne  s'applique  pas  à  ce  problème,  parce  qu'à 
chaque  cas  possible  de  la  première  épreuve  ne  correspond 
pas  toujours  le  même  nombre  de  cas  possibles  de  la  seconde 
épreuve.  Si,  par  exemple,  on  pêche  h  poissons  au  premier 
coup  de  filet,  on  en  pourra  pêcher  soit  o,  soit  i,  soit  a, 
soit  3, . . . ,  soit  n  —  A^  au  second  ooup,  ce  qui  constitue  en 
définitive 

I  -f-  C;,_/.  -h  C;,_A  -f- .  .  .  +  C"Ia  —  2"~*  cas  possibles; 

ce  nombre  de  cas  est  donc  essentiellement  variable,  suivant 
le  cas  qui  se  présente  au  premier  coup  de  filet.  Du  reste, 
en  traitant  le  problème  directement,   on  reconnaît  que 


■ 
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Cî.CJ_„  est  le  nombre  des  cas  favorables^  celui  des  cas 
possibles  s'obtient  en  observant  que  l'on  peut  pêcher 
o  poissons  au  premier  coup  de  filet,  et  au  second  coup  il 
pourra  se  présenler  2"  cas  différents  ^  on  peut  pêcher  i  pois- 
son au  premier  coup  de  C^  manières,  auxquelles  corres- 
pondent 2"~*  cas  au  second  coup,  etc.  En  général,  on  peut 
pêcher  h  poissons  au  premier  coup,  et  cela  de  C*  manières, 
à  chacune  desquelles  correspondent,  comme  nous  l'avons  vu 
tout  à  l'heure,  2"~*  cas  au  second  coup  de  filet  j  en  résumé, 
le  nombre  des  cas  possibles  est 

2"  +  C^  2«-'  -f-  C^  2''-2  4-  ...  H-  ci  Q,n-k  _|_  _  _  ^  C^  _  3«. 

on  a  donc,  pour  la  probabilité  cherchée, 

Ca    f^b 

3^^ 
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CHAPITRE   m. 

ÉTUDE  DES  PHÉNOMÈNES  QUE  L'ON  OBSERVE  DANS 
LA  RÉPÉTITION  DES  MÊMES  ÉPREUVES. 


Probabilité  des  événements  composés  de  la  répétition  des  mêmes 
événements  simples. 

Problème  1.  —  Soit  p  la  probabilité  d'un  éx^énement  E, 
g  la  probabilité  de  V événement  contrai?  e  ¥\  calculer  la 
probabilité  pour  que  dans  un  nombre  donné  s  d'épreus'es 
l'événement  E  ait  lieu  a.  fois  et  F,  s  —  a.  fois. 

Supposons  d'abord  que  l'ordre  dans  lequel  E  et  F  doivent 
avoir  lieu  soit  donné,  et  clierclions  la  probabilité  pour  que 
les  événements  E  et  F  se  présentent  :  E  d'abord  a  fois  de 
suite-,  puis  F,  b  fois  de  suite ^  puis  E,  c  fois  de  suite,  etc. 
Cette  probabilité   est  celle  d'un  événement  composé  qu 
dépend  du  concours  de  plusieurs  autres  E,  E,...;  F,  F,... 
E,  E,...,  dont  les  arrivées  ne  se  gênent  en  aucune  façon 
elle  est  donc  égale  au  produit  des  probabilités  des  événe- 
ments simples  en  question  ou  p^'q^p". , .  ^  c'est-à-dire  en 
intervertissant  l'ordre  des  facteurs  /?"<7'~',  ou  plus  simple- 
ment en  remplaçant  s  —  a  par  (3,  p'^q^. 

Supposons  maintenant  que  l'on  fasse  abstraction  de  l'ordre 
dans  lequel  les  événements  E  et  F  se  présentent  dans  les 
diverses  épreuves  :  la  probabilité  cliercliée  est  alors  celle 
d'un  événement  qui  peut  se  présenter  de  plusieurs  manières 
s'excluant  les  unes  les  autres;  ce  nombre  de  manières  est 


/ 
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celui  dont  on  peut  grouper  a  lettres  identiques  à  E  et 
(3  lettres  identiques  à  F  (j3  désignant  toujours  s  —  a). 

Il  résulte  de  là,  et  du  principe  de  la  probabilité  totale 
(p.  47)5  que  la  probabilité  cherchée  est  la  somme  des  pro- 
babilités /-?*7^  obtenues  en  assignant  un  ordre  déterminé  à 
l'avance  aux  événements  E,  F,  et  cela  de  toutes  les  ma- 
nières possibles.  La  solution  cherchée  s'obtiendra  donc  en 
répétant  p'^q^  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre 
de  manières  d'arranger  deux  lettres  E,  F]  en  en  prenant 

a  identiques  à  E  et  (3  identiques  à  F,  nous  avons  trouvé  ce 

^      si 
nombre  (Chap.  I,  p.  i4  et  i5)  égal  à  — j-^  ou  à  C*,  et  par 

suite  la  probabilité  pour  que  l'événement  E  ait  lieu  a  fois 
et  F,  j3  fois,  abstraction  faite  de  l'ordre  où  ces  événements 
se  présentent,  est 

Remarquons  dès  à  présent  que  cette  probabilité  est  le 
a-f-i'^'"^  terme  du  développement  de  [p-h^Y')  ordonné 
suivant  les  puissances  croissantes  de  p.  Si  a  et  j3  sont  de 
très-grands  nombres,  on  évaluera  le  résultat  en  rempla- 
çant a!  par  sa  valeur  approchée  a*e""y/27ra,  déduite  de  la 
formule  de  Stirling  (p.  8). 

Problème  IL  —  Dajis  une  série  de  s  épreuves,  l'un  des 
événements  E,  F,  G,  H, .  . .  doit  nécessairement  se  pré- 
senler  à  chaque  épreuve;  les  probabilités  respectives  de 
ces  événements  sont  /?,  ^,  r, . . . ,  en  sorte  que 

On  demande  la  probabilité  pour  que  E  se  présente  et  fois, 
F,  ^fois.  G,  y  fois  ^  etc. 

En  reprenant  les  raisonnements  faits  plus  haut,  on  voit 
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que  la  probabilité  pour  que  ces  événements  E,  F,  G, . . . 
aient  lieu  dans  un  ordre  fixé  à  l'avance  est 

p'^q^rt 

Si  Ton  fait  abstraction  de  l'ordre,  l'événement  attendu 
pourra  se  présenter  d'autant  de  manières  que  l'on  peut 
grouper  a  lettres  identiques  à  E  avec  j3  lettres  identiques 
h  F,  avec  y  lettres  identiques  à  G,  etc.,  c'est-à-dire  de 

-y-jr^ — j  manières  (p.  i5),  et,  par  suite,  la  probabilité  cher- 
chée sera 

C'est  précisément  le  terme  en  p'^q^r'^. . .  dans  [p-\~q-{-r+ ...)'. 

Problème  III.  —  Quelle  est  la  probabilité  pouj^  que 
dans  une  série  de  s  épreuves  V événement  E,  dont  la  pro- 
babilité est  /?,  ait  lieu  un  nombre  de  fois  compris  entre 
a  —  l  et  a-h  l? 

La  probabilité  demandée  est  la  somme  des  probabilités 
que  cet  événement  aura  lieu  a  —  /  fois,  a  —  /  -h  i  fois, . . . , 
«  fois,  a r+- 1  fois,...,  a  -f-  /  fois,  c'est-à-dire,  d'après  ce  que 
nous  venons  de  voir, 

_i_  cv^? -f- . . . -f- cr  y-^V"'» 

q  désignant  toujours  la  quantité  i  —  p.  La  probabilité  de- 
mandée est  donc,  comme  l'on  voit,  la  somme  des  termes  du 
développement  de  {p  -^  (j)'  compris  entre  le  terme  en  ^*'^' 
et  le  terme  en  /^*~'  inclusivement. 

Corollaire.  —  La  probabilité  pour  que  l'événement  E 
ait  lieu  au 'moins  n  fois,  c'est-à-dire  pour  qu'il  ait  lieu 
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ïi  fois,  OU  72  H-  I  fois,  OU  Ji  -\-  2.  fois, ...  est 

c'est  la  somme  des  s  —  n  H-  i  premiers  termes  du  dévelop- 
pement de  {p -h  cfY  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  de  q.  On  verrait  de  même  que  la  probabilité 
pour  que  E  ait  lieu  au  plus  n  fois  est  la  somme  des  n-\-  i 
premiers  termes  de  {p~^q)%  ordonné  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  p. 

Problème  IV.  —  Soit  toujours  p  la  probabilité  de  Z'eVe- 
nement  1^^  et  q  =^  1  —  p'^  on  demande  quel  est,  dans  une 
servie  de  s  épreuves ^  le  nombre  de  fois  que  V és^énement  E 
a  le  plus  de  chance  de  se  présenter. 

Pour  résoudre  celte  question,  il  suffit  de  se  rappeler 
que  les  termes  du  développement  de  [p  -\~  qY  sont  res- 
pectivement les  probabilités  que  l'événement  E  aura  lieu 
o,  I,  2,...,  s  fois  dans  s  épreuves.  Pour  trouver  le  nombre 
de  fois  que  cet  événement  a  le  plus  de  chance  de  se  pré- 
senter, il  suffit  donc  de  chercher  le  plus  grand  terme  du 
binôme  {p  ~\-  q)%  soit 

ce  plus  grand  terme,  le  précédent  et  le  suivant  sont  respec- 
tivement 

si  .ç' 

(2) -11- -.p'^-'q^^'-       ry-+^n?-K 


i}î(P-f-i)!'        '      '     (a  +  i)!(p-i)!^        ^ 

En  écrivant  que  l'expression  (i)  est  plus  grande  que  cha- 
cune des  expressions  (  2  ) ,  on  trouve 


<Vf;> 


(a-i)!(p-f-i)!    ^«!p!-'    (a4-i)!(p-i)! 
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OU  bien 


on  en  conclut 


P  ^      9  P       ^fj 


a  p  "^  a  4-  I  ' 


en  ajoutant  l'unité  de  part  et  d'autre,  et  en  observant  que 
;?  -H  <7  —  r ,  on  a 

.V  -f-  T  I  _      ç  -f-  T  • 

a  />         a  -f- 1 

On  voit  ainsi  que 

( 6 -+-  i)/? >-  a,     mais     (.v  -{-  i  )7?  •<  a  4-  i , 

et,  par  suite,  a  est  le  plus  grand  entier  contenu  dans 
p(^s  ~\-\)^  de  même  |3  est  le  plus  grand  entier  contenu  dans 
q[s  '■\-  i),  et  l'on  a  à  peu  près,  quand  s  est  très-grand, 

OL—ps,      ^  =  qs', 

par  suite,  a  et  (3  sont  sensiblement  proportionnels  k  p  et  q. 
On  serait  déjà  tenté  de  conclure  de  là  que,  si  l'on  fait  un 
très-grand  nombre  d'épreuves,  l'événement  E  et  l'événe- 
ment contraire  se  présenteront  des  nombres  de  fois  pro- 
portionnels à  leurs  probabilités  respectives*,  mais  il  faut 
observer  que  le  plus  grand  terme  du  binôme,  qui  corres- 
pond à  l'événement  composé  le  plus  probable,  n'a  qu'une 
valeur  très-petite,  et  pour  nous  en  assurer,  il  suffit  de  cal- 
culer ce  terme  au  moyen  des  formules  approchées  (p.  8)  : 

p~-'i     <7  —  -• 
'        s  s 
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On  trouve  alors,  pour  là  valeur  du  terme  en  question, 
c'est-à-dire,  à  fort  peu  de  chose  près. 


^ 


ou 


inocp  y    iTtpq  Jg 

Lorsque  s  est  grand,  on  voit  que  l'événement  composé  le 
plus  probable  l'est  fort  peu  en  lui-même,  ainsi  que  nous 
l'avions  annoncé. 

Le  simple  bon  sens  aurait  pu  faire  prévoir  une  partie  des 
résultats  qui  précèdent^  mais  ce  qu'il  était  impuissant  à 
révéler,  c'est  la  manière  dont  les  probabilités  des  événe- 
ments se  développent  à  mesure  que  l'on  s'éloigne  de  l'évé- 
nement le  plus  probable. 

Bernoulli  (Jacques)  parait  être  le  premier  qui  ait  attiré 
l'attention  des  géomètres  sur  cette  question^  il  a  énoncé,  en 
effet,  un  théorème  remarquable  dans  son  Jtrs  conjectandi, 
théorème  qui  a  été  beaucoup  perfectionné  depuis,  surtout 
par  Laplace  et  Condorcet.  Voici  l'énoncé  du  théorème  de 
Bernoulli  : 

•  Théorème  de  Bernoulli. 

Théokème  de  Bernoulli.  —  Soit  p  la  probabilité  d'un 
événement  simple  E,  a  le  nombre  de  fois  qu'il  se  présente 
dans  une  série  de  s  épreuves;  soit  P  la  probabilité  que 

la  différence  entre  p  et  -  sera  inférieure  en  valeur  abso- 
lue à  e.  On  peut  toujours  prendre  s  assez  grand  pour  que 
P  dijjère  de  l'unité  d'aussi  peu  que  l'on  voudra. 
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Nous  allons  d'abord  démontrer  le  théorème  de  Bernoullî  ; 
dans  le  paragraplic  suivant  nous  indiquerons  la  manière  de 
calculer  la  quantité  P  avec  telle  exactitude  que  l'on  voudra. 

Nous  avons  vu  tout  à  l'heure  que  si  l'on  posait  <y  =  i — p, 


représentait  la  probabilité  que  l'événement  E  aura  lieu  un 
nombre  de  fois  compris  entre  a  —  /  et  a  H-  /.  Supposons 
que  a  représente  le  nombre  de  fois  que  E  a  le  plus  de 
chance  d'arriver^  comme  l'on  sait,  a  est  le  plus  grand  entier 
compris  dans  [s  H-  î)p,  en  sorte  que  l'on  peut  poser 

ct={s-hi)p  —  e, 
e  étant  compris  entre  o  et  i ,  ou 

Ol=z  sp  -\-  (ù, 

0)  étant  moindre  que  i  en  valeur  absolue  ^  de  même 

p  =z  .v<7  4-  w', 

et,  comme  on  doit  avoir  «  +  [3  =  5,  on  en  conclut  w'^  —  o); 

ainsi 

a        w  S        w 

(2)  7^=7-7'     'î'^7+7- 


La  formule  de  Stirling  donne . 

(«  _  /)!  —  (a  -  O'-'^-"-*-'  v/27r(  a  — />"(«-*•) 


(P  +  /)!  =r  (p  -h  //-^'^-^'  v/27r(P  +  i)e- 


(P+0  : 
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portant  ces  valeurs  et  celles  de  p  et  àe  q  tirées  de  la  for- 
mule (2)  dans  la  formule  (i),  on  a 

^3^  "  "Z  (V- /)«-'•(  p  +  .-f-^'-  V  2  7r(a-z)(p-{-7) 


X 


-(7-;)"(f-7r 


et  n  désigne,  pour  abréger,  xjs^s)  —  ci  (a  —  i)  —  ar(|3  -{-  i). 
Supposons  ^  =  00,  a  =  oo,  |3  =  oo,  l  =  00  -^  mais  suppo- 
sons le  rapport  -  infiniment  petit,  en  sorte  que  -  et  -  soient 

infiniment  petits  j  Q,  sera  infiniment  petit,  et  l'on  pourra 
écrire 


"       Zjia-J         \P-^i)        V  27rafi   V(a-0(p4-/) 


or  on  a 


ïo^^)"— («-Olo.(i-0 


^  '   ^  ex.         2a»         3 


a' 


2  a        6x' 


de  même 

12 


'°g(p-y    — '-,p  ■  ep- 


d'où  l'on  conclut  aisément 


'-(^r(rfc'  — — 


2a        2p 
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n       p      .  .      .• 

Si  Ton  suppose  —  et  —  finis,  «  sera  infiniment  petit,  et 

l'on  aura,  en  observant  que  a  -f-  (3  =  5, 


«>  (r^)"(ft) 


Le  rapport  i/ ^ _  a  pour  limite  l'unité:  il  en 

est  de  même  de  (  i j       et  de  (  i  -h  -  )      ;  leur  produit 

sera  de  la  forme  e'',  e'  ayant  pour  limite  zéro.  En  dési- 
gnant alors  par  ^  une  quantité  moindre  que  le  maximum 
de  n  -I-  £  4-  î',  l'équation  (3)  deviendra,  en  ayant  égard  à 
l'équation  (4), 

^      / -^ 

Z^  V   27rap  ' 

à  la  limite,  e^  est  égal  à  i,  et  l'on  a 

s 
2  7rap 


—  / 

On  peut  maintenant  poser 


limn  =  lim  \   4  /  ^ e 


s/^r"'  "'  'V^=^ 


y     z  «p  y     :£  ap 

et  Ton  trouve 

limn 


g  désignant  pour  abréger 


1      f^o 

i/îT   J—   a^ 


i/— 7        OU  .    "         ^ 

V  2ap 


\/2pqs 
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et  l'on  peut  encore  écrire 

limn  —  -^    1  ^-^^7. 

Or  n  représente  la  probabilité  que  E  se  présentera  un 

nombre  de  fois  f  compris  entre  a  —  /  et  a  -h  /,  ou,  ce  qui 

A                     f                         '                 a.        l         a.        l 
revient  au  même,  que  -  sera  compris  entre et  -  -+  -? 

^   ^       s  ^  s        s        s        s 

c'est-à-dire  entre  p et  p -\-  -'•>   or  on  peut  prendre 

-:::  =1:1  00  et  -  ==  o,  ct  ccla  d'uuc  infinité  de  manières:  alors 
on  aura 

limn  ^  --    /      ^-ïV/7  z=^  I , 

f 

et  l'on  aura  la  probabilité  i  ou  la  certitude  que  le  rapport  - 

du  nombre  de  fois  que  E  se  présentera  au  nombre  total  des 
épreuves  s  ne  diffère  pas  de  p.  Cela  démontre  le  tbéorème 
de  Bernoulli.  Il  y  a  plus,  l'intégrale 


est  une  valeur  approchée  de  la  probabilité  que  E  arrivera 
un  nombre  de  fois  compris  entre  a  —  /et  ol-\-  l. 

La  loi  des  grands  nombres,  ou  la  généralisation  du  théorème 
de  Bernoulli. 

Lemme.  —  Soit/(0)  une  fonction  réelle  ou  imaginaire 

7 
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de  la  variable  réelle  0,  on  a  évidemment 

/(ÔJ-/(o)=  f  /'{Q-z)dz 
Jo 

ou 

/{ô)=/(o)-f-  r  r(^-z)dz, 

et,  en  intégrant  par  parties,  on  trouve 

/(ô)  :^/(0)  -f-  ô/'(0)  +  ~r(0)  +  i     r   /'"(G  -  Z)z-^dz. 

Si  dans  l'intégrale  du  second  nombre  de  cette  formule  on 
remplace  f'"{6  —  z)  par  son  module  maximum  pt  entre  les 
limites  o  et  0  de  ^,  on  a 

mod.  -    /    /"'{B  —  z)z''dz<^-    /     psV/5     ou      <fi^î 

et  fx  représentera  aussi  le  module  maximum  def'"[9)  entre 
les  limites  o  et  0;  en  désignant  donc  par  £  une  imaginaire 
dont  le  module  est  plus  petit  que  l'unité,  on  pourra  écrire 

(i)  /(9)  =f{o)  +  9/'(o)  +  ~f"{o)  +  £(.  |. 

Cette  formule  va  bientôt  nous  être  utile. 

Loi  des  grands  nombres.  —  Poisson  a  donné  le  nom  de 
loi  des  grands  nombres  à  la  loi  suivant  laquelle  un  événe- 
ment, dont  la  probabilité  n'est  pas  nécessairement  con- 
stante à  chaque  épreuve,  se  répète  dans  un  grand  nombre 
d'épreuves.  L'expression  rigoureuse  de  cette  loi  n'est  pas 
connue.  Les  efforts  de  Poisson  ne  sont  cependant  pas  restés 
infructueux,  et  il  est  parvenu  à  généraliser  le  théorème  de 
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Jacques  Bernoullî,  en  suivant  d'assez  près  une  analyse  que 
l'on  peut  lire  dans  le  Traité  des  probabilités  de  Laplace,  et 
qui  est  relative  aux  bénéfices  d^s  Compagnies  d'assurances. 
Désignons  par  pi,  p^^ . . .  ^  p,  (*)  les  probabilités  d'un 
événement  E  aux  épreuves  n''*  i ,  2 , . . . ,  5,  et  par  ^1,^2,...,^^ 
les  probabilités  de  l'événement  contraire  F,  en  sorte  que 

/?i  +  <7'  =  ïî p. +  <75  =  i. 

Le  principe  de  la  probabilité  composée  nous  apprend  que 
la  probabilité  de  l'arrivée  deE  aux  épreuves  n°' i,2,3,...,a, 
de  l'événement  F  aux  épreuves  n°*  «H-i,  a-i-2,...,|3,  de 
l'événement  E  aux  épreuves  n°'  (3  -f- 1,  |3  H-  2,...,  7,...,  est 

P^P^'  "PJ1  a..^..."  •^^P^^.P,^.'-P,-  "^  Si  l'on  n'assigne 
pas  aux  événements  E  et  F  un  ordre  déterminé  à  l'avance, 
la  probabilité  P  que  sur  s  épreuves  l'événement  E  aura  lieu 
a  fois,  et  l'événement  contraire  j3  =  5  —  a  fois,  en  vertu 
du  principe  de  la  probabilité  totale,  sera  égale  à  la  somme 
des  produits  obtenus  en  prenant  a  facteurs  p  et  |3  facteurs  q 
de  toutes  les  manières  possibles.  Cette  probabilité  sera  donc 
le  coefficient  de  e"^v/-i  dans  le  développement  de 

ordonné  suivant  les  puissances  de  e^^~'^.  Ce  coefficient  est 


(*)  Si  l'on  considère  une  urne  contenant  des  boules  blanches  et  noires, 
l'extraction  d'une  boule  blanche  sera  un  événement  dont  la  probabilité  va- 
riera à  chaque  épreuve,  si  l'on  modifie  aussi  à  chaque  épreuve  le  nombre 
des  boules  contenues  dans  l'urne.  Dans  une  Compagnie  d'assurances,  les  si- 
nistres sont  des  événements  dont  la  probabilité  est  variable  avec  la  nature 
de  l'assurance  relative  à  chaque  sinistre  ;  c'est  surtout  à  cause  des  applica- 
tions que  nous  ferons  au  sujet  de  ces  Compagnies  que  nous  exposons  la  loi 
des  grands  nombres. 

7- 
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égal,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  p.  5,  à 

Pour  évaluer  cette  intégrale,  commençons  par  développer 
le  logarithme  de  TT  (^ -4-/?eV-*)  suivant  les  puissances 
de  6'^  nous  aurons  d'abord,  en  posant 

en  vertu  de  la  formule  démontrée  au  lemme  précédent, 

(2)  l0g(^  -v-p^V-)  =:./(0)  -f-  9/'  ,0)  4-  ^^-/"io)  -h  e  ^•, 

or  on  a 

(3)  /'(9)--^         "         -     P" 

(4)  /"v6)  = 


—  pqe-"^-'  —P1       


î^ 


i—i 


(^  —  <7  CCS  -  -f-/?  H-  (7  sin  -  V—  I  ) 

/ G        .     9    , \^ 

[p-\-qcos  — h/?  —  7  sm  -  V —  I  1 

Les  formules  (3)  et  (4)  donnent  pour  0==  o,  en  obser- 
vant que  p  +  <7  ==■- 1, 

/'(o)  —p  s/^^,      f"{o)  —  -/?ç; 


I..,_. „ ,.. 


mod./'"(0)  --=pq  J/-^^f'--P^^-^l 


Si  au  numérateur  et  au  dénominateur  nous  supprimons 
2pqcos9^  nous  aurons  évidemment,  en  supposant  6  <[ 


mod./"'(6} 


77 
2 
P9 


ip' 


Le  maximum  de  —- est  -  ;  on  a  donc 

p'  H-  <7^  2  ' 

mod./'"(ô)<i, 

et  la  formule  (2)  devient,  en  appelant  ^  une  quantité  dont 
le  module  est  moindre  que  i , 

Nous  poserons 
nous  aurons  ainsi 

P 

Cela  posé,  revenons  à  la  formule  (i)^  remplaçons  dans 
l'intégrale  Qu'elle  contient  les  limites  —  tt  et  -i-  tt  par  —  h 
et  H-  ^,  en  désignant  par  h  une  quantité  dont  nous  fixerons 
plus  loin  la  valeur.  Nous  pourrons,  en  vertu  de  la  for- 
mule (6),  écrire 

/,-!-  h       ,    , —  „  93 

12  désignant  une  quantité  évidemment  inférieure  à  celle  que 
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l'on  obtient  en  remplaçant  dans  le  second  membre  de  la 
formule  (i)  :  i°  la  quantité  placée  sous  le  signe  y  par  son 
module^  2°  en  faisant  abstraction  de  la  portion  de  l'inté- 
grale relative  aux  éléments  compris  entre  —  h  cl  -\-  h.  On 
aura  donc 


ou  bien 


-    /      JTmod.(/7-+-7;eV-')r/9 


"<^"ll(-4/'îsi„=^)'</9. 

Si  l'on  observe  que  sinj:  est  toujours  plus  grand  que  - 

entre  les  limites  o  et  -?  on  aura 
1 

et,  a  fortiori,  entre  les  limites  h  et  tt  (*\ 


ou  bien 


a<-     I       e        V/Q      ou      <— r    /       e-''dt. 


(  *  )  La  différence  entre  i  —  V^  6»  et  e     4       est  (  ^-7-  ) Cette 

4  \    4    /    1-2 

série  est  à  termes  positifs  et  négatifs,  et  décroissants  quand  Qz^t:.  En  effet, 

pq  est  moindre  que  y>  et  J— —  moindre  que  —  >  quantité  inférieure  à  l'u- 
nité; les  propriétés  bien  connues  de  la  série  exponentielle  nous  appren- 
dront donc  que  les  termes  vont  en  décroissant,  et  par  suite  l'erreur,  quand 
on  s'arrête  à  un  terme,  est  moindre  que  ce  terme. 
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Il  suffit  que  h  ne  soit  pas  très-petit  pour  que  l'intégrale 
qui  figure  dans  cette  formule  soit  excessivement  faible,  car 
A"  est  de  l'ordre  de  sjs-^  en  effet  k^  désigne  la  somme  de 
s  quantités  telles  que  pq^  et  que  nous  ne  supposerons 
pas  indéfiniment  décroissantes,  quand  s  croit.  L'intégrale 

e~^''dt  étant  désignée  par  T(y),  on  aura  donc 


X 


en  appelant  alors  1  une  quantité  comprise  entre  o  et  i ,  on 
pourra  écrire,  au  lieu  de  la  formule  (7), 


^dQ-\ ;  T      — 

17  A'       \   1 


Si  h  est,  au  plus,  égal  à  l'unité,  on  pourra  écrire,  en  dési- 
gnant toujours  par  ijl'  une  quantité  de  module  inférieur  à 
l'unité, 

e    ^  r=  I  -f-  ^.- 

0 
et  l'on  aura 

(8)   p^-^y^"^'\>^n/— *-v/s-K.-,^ï(^), 

d'où 

remplaçant  les  variables  par  leurs  modules  ou  par  des 
quantités  plus  grandes, 

^  Jo  ^ 


,o4 
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c'est-à- 

-dire 

"<;^ 

X' 

>'6P''^ 

ou 

< 

6i'^X 

e~^U 

V/f, 

""      <Tr 

1 

71^ 

Si  l'on  désigne  encore  par  X'  une  quantité  moindre  que  i , 
on  aura 

(9)  ^  = 


Enfin  si  l'on  observe  que,  en  changeant  k9  en  ?,  on  a 

(.0)  y-'  '*^°      ' 

I        e-'*  cos  Y  ^r  -f-  2  —  , 

et  w'  désigne  une  quantité  évidemment  inférieure  à  T(M), 
et,  a  fortiori,  à  T  (  —  j  ^  on  pourra  donc  écrire  la  for- 
mule (8),  en  ayant  égard  aux  formules  {9)  et  (10),  comme 
il  suit  : 

en  confondant  le  terme  co'  avec  celui  qui  est  de  même  forme . 
Celte  formule  peut  s'écrire  (p.  34) 


I        -fn       4>^/>^X\ 
P— =e    ***+  Z_  T    —  )  -f- 


aX- v'tt 


nA       ['2) 


3A*it' 


■ 
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OU  bien  encore,  en  prenant  h-~  i^ 

\j2Ttlpq  ns/^lpq       V      4       /  '^{^Plf-^ 

Le  dernier  terme  de  cette  formule  est  tout  à  fait  négli- 
geable ^  quant  au  second,  il  est  beaucoup  plus  petit  que  le 
premier,  lorsque  g  n'est  pas  un  grand  nombre. 

Si  l'on  ajoute  maintenant  les  valeurs  de  P  correspon- 
dant aux  valeurs  i  —  /,  i  —  l-\~  i^  i  —  /  H-  2 , . . . ,  i -\-  l 
de  a,  i  désignant  la  différence  entre  Ep  et  le  plus  grand 
entier  N  contenu  dans  E/?,  on  obtiendra  la  probabilité  Q 
c[ue  E  aura  lieu  un  nombre  de  fois  compris  entre  N  —  / 
et  N  -f-  /  ;  on  aura  donc 

On  peut  du  reste  calculer  la  somme  X  qui  entre  dans  cette 
équation  par  la  formule  d'Euler,  et  l'on  a 


i-/ 


i  -Il  ,  '' 

e     ''''\lg  -f-   — -_: 

Vtt  2  k  sJt:  J—  l  24  k^  sJtz 


^  lk  sIt:  ik  sIt:  J- 


ce  que  l'on  peut  encore  écrire 


En  désignant  alors  par  v  une  quantité  comprise  entre 

o  et  I,  en  remplaçant  k  par  sa  valeur  Kl-Y^pq^  et  en 
se  servant  de  la  notation  ©(a?)  pour  désigner  la  fonction 


v' 
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/     e~^VZj:,  la  formule  (11)  deviendra 


La  plupart  du  temps,  si  /  est  de  l'ordre  de  /r,  mais  un 
peu  supérieur  à  k^  on  aura  à  très-peu  près  Q  =  i,  et  l'on 
pourra  poser,  sans  erreur  sensible, 


Q 


Telle  est  la  formule  qui  donne  l'expression  de  la  loi  des 
grands  nombres  ^  elle  contient  évidemment  le  théorème  de 
Bernoulli.  Ce  résultat  était  connu  de  Poisson,  mais  per- 
sonne jusqu'ici  n'avait  donné  l'expression  rigoureuse  de 
l'approximation  que  comportait  cette  formule. 

Théorème  inverse  de  celui  de  Bernoulli. 

Je  suppose  que  l'on  ait  observé  l'arrivée  d'un  événe- 
ment E,   et   que   cet   événement  ait  eu    lieu  «  fois  sur 

s  épreuves,  sa  probabilité  ne  différera  pas  beaucoup  de  -> 

si  le  nombre  s  est  très-grand^  et,  en  effet,  un  événement, 

dont  la  probabilité  est  -j  se  produit  environ  a  fois  dans 

s  épreuves.  Si  l'on  ne  se  contente  pas  de  cette  approxima- 
tion un  peu  vague,  on  est  naturellement  conduit  à  se  poser 
cette  question  : 

Soit  p  la  probabilité  constante,  mais  inconnue,  d' un 
événement  E,  cet  éi^énement  ayant  été  observé  a.  fois  dans 

s  épreuves.  Quelle  est  la  probabilité  que  p  diffère  de  - 

d'une  quantité  inférieure  à  l. 
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Soit,  comme  plus  haut,  q  =  i — p  et  ^  =  s — a.  On  peut 
faire  sur  la  valeur  de  la  probabilité  p  une  infinité  d'hypo- 
thèses qui  consistent  à  lui  attribuer  successivement  toutes 
les  valeurs  comprises  entre  —  i  et  -h  i .  Supposons  p  com- 
pris entre  x  et  x~\-dx.  Celle  hypothèse  particulière  donne, 
a  priori,  à  l'événement  composé  que  l'on  a  observé  une 
probabilité 

1.2. ..a. 1.2. 3. . .p       ^  ^ 

ou  infiniment  peu  différente  de  cette  quantité  ^  et,  en  vertu 
du  théorème  de  Bayes  [voir  p.  5.6),  la  probabilité  que 
l'événement  composé  observé  est  dû.  à  l'hypothèse  que  nous 
avons  faite  est 

1.2.3.  .  ..V 


!  R! 


A*(i  —  .Tcfâx 


.2,3. 


a!{J 


î  ftî 


'fch 


Enfin  la  probabilité  P  que  l'événement  observé  est  dû  à 
l'une  des  valeurs  de  p  comprises  entre  -  —  /  et  -  -f-  Z  s'ob- 
tiendra en  vertu  du  principe  de  la  probabilité  totale,  en 
ajoutant  chacune  des  probabilités  telles  que  la  précédente, 

obtenues  en  faisant  varier  x  àe  -\ /à--h/;oiia  donc 

s  s 

enfin 

a        , 

--h/ 

/  Jt:*(l  —  xfdx 


o 
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OU  bien,  en   observant  que  le   dénominateur  est  égal   à 


p^^"  :'''  I      x-[\-xYd.n 


(.  +  l;! 

si  l'on  pose  alors 

-   -\-  t,         (l  —  Jt)  —   -    —  f,         Clx  -:■  dt, 


l 
S 


a 

s 


on  trouve 

""^'''^■^'    '^"'',^-■z^   ,,_i-,,,. 


''        ,ïA'/        *Af 


Noiis  poserons,  pour  abréger, 

a«8P  (.t  +  ii! 

et  nous  aurons 

«    -'/:'(-=)-(-f)'' 

JNous  supposerons  /assez  petit  pour  que  -^  et  -  restent  non- 
seulement  inférieurs  à  Funité,  mais  même  très-petits  et 
de  l'ordre  de  - -*,  on  aura  alors  à  peu  près 

/st       sW  \        „  fst        sH^  \ 

2     V«         py  2ap'. 
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et,  par  suite,  la  formule  (2)  s'écrira 


l  .ç3/S 


en  changeant  de  variable  et  posant  y  r-  / 1  /  -— , 


^H    Si  l'on  évalue  c  au  moyen  de  la  formule  approchée  de 
^Ktirling 

^P  a!  =  a*  V^27ra^"*, 

ir  on  trouve 

2    n 

Cette  formule  est  rigoureuse  quand  on  suppose  ^  =:::  co  ,  et 
il  serait  facile  de  calculer  Terreur  que  nous  avons  commise, 
par  suite  des  termes  que  nous  avons  négligés^  nous  nous 
occuperons  tout  à  l'heure  de  cette  question.  Pour  le  mo- 
ment, observons  que,  si  l'on  suppose  y  =:r=  00  ,  P  devient 
égal   à   l'unité^   or,   pour   que  y  soit  infini,  il  suffit   que 

,      /~    1  .  .        .   a  ^    .     .      .  S     , 

/ 1  /  — -  le  soit^  mais,  si  -  est  iini  ainsi  que  ->  la  quan- 
tité /  i  /  — -  pourra  être  infinie,  même  pour  des  valeurs 
infiniment  petites  de  /j  on  en  conclut  que  la  probabilité  P, 
que  -  diffère  infiniment  peu  de  /?,  est  l'unité^  donc  enfin. 


a 

s 

a 

s 


si  l'on  fait  un  très-grand  nombre  d'épreuves,  -  tend  vers  p. 

C'est  le  théorème  de  Bernoulli,  démontré  en  quelque  sorte 
par  une  méthode  inverse  de  celle  que  nous  avions  d'abord 
suivie  pour  l'établir. 
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Essayons  maintenant  de  calculer  P  avec  une  approxima- 
tion plus  grande.  En  nous  laissant  guider  par  la  méthode 

précédente ,  développons    (  i  -[-  —  J    (  i  —  —  j     suivant    les 

pi^issances  de  f ,  multiplions  ce  développement  par  celui 

de  e^*^,  nous  pourrons  écrire 

/  v/\  *  /  <it\  p  — 

(3)     (ï  +  -)    fi-"^  U'"^^  =  i-f-X-.f+/-,/^+/-3^^  +  ..., 

A"i,  A"8. . . ,  désignant  des  coefficients  indépendants  de  f,  et, 
par  suite,  nous  aurons,  au  lieu  de  la  formule  (2), 

les  termes  en  f,  i',  t^^...  disparaissent  d'eux-mêmes  dans 
cette  formule,  et  l'on  peut  se  contenter  d'écrire 


e    -^ 
0 


et,  en  posant  toujours 
on  aura 

-='V?X''-'-[-'-'^*'"'(?^)"*-]"- 


,       2 


Le  facteur  en  dehors  du  signe  f  est  à  peu  près  égal  à  -r:  -, 
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on  peut  du  reste  calculer  sa  valeur  exacte  par  la  formule 
de  Stirling  5  nous  le  représenterons  par  -^  •  Si  nous  posons 

sJt: 

ensuite 


®i{y)=J    e-r-^dy, 


nous  aurons 


(4)    P=^^[0.(7)  +  /.^e,(,)  +  ^^P)'0.(,)4-...]. 

Chacune  des  intégrales  0,  se  calcule  aisément  en  fonction 
de  00  au  moyen  d'intégrations  par  parties  5  il  ne  reste  donc 
plus,  pour  résoudre  la  question,  qu'à  calculer  les  coeffi- 
cients /fg,  /r4, Revenons  pour  cela  à  la  formule  (3). 

En  prenant  les  différentielles  logarithmiques  des  deux 
membres  par  rapport  à  t,  on  aura 


IH I  —  - 


en  développant  le  premier  membre  suivant  les  puissances 
de  t,  on  trouve 


ou,  en  réduisant, 
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Ja  formule  (5)  pourra  donc  s'écrire 

en  égalant  alors  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  f, 
on  a 

Z-,  rz:  G,       X-.;--0, 


est-à-dire 


X,==0,       ^,::=_-J(l  +  l 


on  aura  ainsi,  au  lieu  de  la  formule  (4), 
(6)       P=J^[e.(v)-?'(^,-i)e.(v)-...]. 


Évaluation  du  reste  dans  la  série  donnée  au  paragraphe 
précédent. 

Nous  avons  trouvé  les  coefficients  A", ,  A  «  ^ . . .  par  la  voie 
récurrente  ^  on  aurait  pu  en  obtenir  l'expression  générale, 
mais  sous  une  forme  compliquée  et  qui  n'aurait  rien  appris 
sur  leur  valeur  numérique,  en  effectuant  le  produit  des 
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trois  fonctions    (  i  -I-  —  j  5    (1  —  j  \    et  e""^^  directement. 

La  voie  récurrente  et  la  métliode  directe  ne  nous  donnent 
ni  l'une  ni  l'autre  des  formules  assez  simples  pour  estimer 
une  limite  de  l'erreur  commise  en  s'arrêtant  à  un  terme 
déterminé  j  il  était  cependant  important  d'évaluer  cette 
erreur,  afin  de  fixer  rigoureusement  le  degré  d'exactitude 
des  formules  du  paragraphe  précédent  :  c'est  ce  qui  n'avait 
pas  encore  été  fait  jusqu'ici. 

Je  vais  commencer  par  évaluer  une  limite  supérieure  de 
la  valeur  du  coefficient  A-„.  En  posant 

/«=(-ï)-{.-lT-^- 


on  a 


ou 


d'où  l'on  tire,  en  repassant  des  logarithmes  aux  nombres, 


On  ne  fera  qu'augmenter  le  coeflScient  /r„  de  V  si,  au  lieu 
dey(£),  on  considère  la  fonction  suivante,  où  ^  est  le  plus 

8 
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petit  des  deux  nombres  a,  jS, 


1.2.3    \"F"^"* 


ou  bien 


En  développant  par  la  formule  du  binôme  chacun  des  termes 
de  cette  expression  et  en  écrivant  que  le  coefiScient  de  t"  est 
plus  grand  que  /:„,  on  aura 


{n  —  6){n  —  7)      I 
1.2.2.3  â"-' 

(  1.2.2.3.3.4  (î''-<  J' 

Le  dernier  terme  du  second  membre  a  pour  dénomina- 
teur ^1^^"^,  le  nombre  /^(«)  représentant  deux  l'ois  le  plus 

grand  entier  contenu  dans  -,  augmenté  du  reste  de  la  divi- 
sion de  n  par  3*,  or,  en  écrivant  comme  il  suit  la  for- 
mule (2) 


/           n        5           n        6  n        '] 

\2                 I                             12 

n        ']  n        8  w        9 

,4     43     34     4j, 

I                 2                3 

on  reconnaît  immédiatement  que  si  nous  désignons  par  v 
la  quantité  n  —  i  —  fx^Ti)^  u[n)  étant  toujours  égal  ou  plus 
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in 

petit  que  —  -h  i 


on  n 

v>>72 Q- —  2       ou      v>--  — 2, 

et  l'on  pourra  écrire 

O"""'  L  I  1.2  J 

ou  bien 

Reprenant  alors  la  formule  (4)  <lu  paragraphe  précédent, 


la  connaissance  de  la  limite  supérieure  de  ^„  permettra  de 
calculer  l'erreur  commise  en  négligeant  le  reste  de  la  série 
à  partir  d'un  terme  quelconque  j  nous  examinerons  parti- 
culièrement le  cas  où  l'on  calcule  P,  en  se  bornant  au  pre- 
mier terme  de  la  série.  En  appelant  e  Terreur,  on  a 


2aS\ 'l         ,,  ( ia^\^   i    [  I 


S 


^®.(ï)  +  ('-?)'^(.  +  |)0.(7)  +  ...] 


11  est  à  remarquer  que  /^(/i)  croit  de  quatre  unités  quand 
Il  croit  de  trois  unités,  et,  par  suite,  le  second  membre 
de  la  formule  précédente  décroit  plus  rapidement  qu'une 
progression  géométrique  j  enfin  on  peut  remplacer  ©4(7), 

©6  (7)  V  •  par  -^5  —,...,  et  l'on  a 

•<|[(?)'iï-<-(^yj(-Of-- 

8. 
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Ces  deux  termes  suffiront  pour  calculer  e  :  le  suivant  con- 
tient non  pas  —  »  mais  —  en  facteur,  ainsi  qu'on  peut  s'en 

assurer.  On  sommera  ce  reste  comme  une  progression  géo- 

,     .  .  2a6    ,  I 

métrique  ayant  pour  raison  —^-  7  7'  ^^  ^^^  ^^^  permis  en 

groupant  les  termes  deux  à  deux  quand  les  exposants  de  $ 
vont  en  croissant  d'une  unité  seulement,  et  en  doublant  les 
termes  pour  lesquels  les  exposants  de  â  décroissent  de  deux 
unités.  Il  y  aura  aussi  parfois  avantage  à  remplacer  ©4(7), 
06(7),...  par  les  valeurs  ©4(00),  ©g  (oo  ),...,  qui  sont 
,      1        ,    i/îT   3      Jn   l5 

eeales  a  ^'—  y)  ~ ^3-1 

°  2428 

Nous  ne  simplifierons  pas  la  valeur  de  e  et  nous  préfé- 
rons laisser  le  reste  sous  la  forme  d'une  série,  parce  que, 
selon  les  valeurs  de  a,  /5,  5,  il  conviendra  de  modifier  l'usage 
de  cette  série. 

Il  est  presque  inutile  de  faire  observer  que  la  série  en 
question  peut  servir  à  calculer  une  limite  de  l'erreur  com- 
mise dans  l'évaluation  de  P,  quand  au  lieu  de  négliger  le 
terme  en  ©4  on  néglige  un  terme  d'ordre  quelconque,  et 
le  reste  de  la  série  qui  donne  P  est  toujours  inférieur  au 
reste  de  la  série  qui  fait  connaître  la  limite  de  l'erreur  e. 

Le  reste  est  généralement  assez  considérable  pour  qu'il  y 
ait  lieu  de  calculer  les  termes  en  ©4  et  en  ©g,  au  moyen  des 
formules 

Jq  2  2 

e-ï*7<^7  =  -  ^  (?-T'  -4-  -  0,  (7), 

^  o  11 

Jr*  y  r.i  5 

c-i'y^dy  —  —  -^  e-Y*  H-  - 
0 


~>.(7) 
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Pour  faire  une  application,  nous  supposerons  que  Tévé- 
nement  E  ait  été  observé  8000  fois  sur  10000  épreuves.  La 

probabilité  de  E  sera  ou  J>  et  il  y  aura  une  proba- 

^  loooo         5  "^  ^ 

bilité  P  que  l'erreur  est  inférieure  à  /,  P  étant  donné  par 
la  formule 

P  =  -^  /  e-^'^v  — "-059995 

mais  alors  on  aura 


^'4  =  V^ 


000  )•' 


8000.2000 

d'où  l'on  conclura 

/ =:  o,oi3.  . . . 

Ainsi  il  y  aura  environ  mille  à  parier  contre  un  que  la  pro- 
babilité de  E  est  ^  plus  ou  moins  un  centième,  et  l'erreur 

commise  dans  l'évaluation  de  P  sera  inférieure  à  0,06.  Ce 
chiffre  est  trop  fort^  il  conviendra  alors  de  prendre  y  plus 
petit ^  si  l'on  prend,  par  exemple,  y  =  1,8,  on  aura  seule- 
ment P  =  o,99,  et  l'erreur  commise  sur  P  ne  sera  plus 
guère  que  de  0,01. 

Solutions  de  quelques  questions  relatives  aux  épreuves 
répétées. 

Problème  I.  —  Une  première  urne  contient  i  boule 
noire  et  a  boules  blanches,  une  deuxième  urne  contient 
I  boule  noire  et  b  boules  blanches,  une  troisième  urne 
contient  1  boule  noire  et  c  boules  blanches,  etc.  On  tire 
une  boule  au  hasard  dans  la  première  urne;  si  elle  n'est 
pas  blanche,  on  en  tire  une  dans  la  deuxième;  si  elle  n  est 
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pas  blanche,  on  en  tire  u/ic  dans  la  troisième,  et  ainsi  de 
suite  ;  on  demande  la  prohabilité  que  l'on  a  de  tirer  une 
houle  blanche,  en  accordant  :  i°  une  seule  épreuve, 
2°  deux  épreuves,  3°  trois  épreuves,  etc. 

1°  La  probabilité  que  l'on  a  de  tirer  une  boule  blanche 

du  premier  coup  est 2°  La  probabilité  que  l'on  a  de 

tirer  une  boule  blanche  en  accordant  deux  coups  est  une 
probabilité  totale  égale  à  la  probabilité  de  tirer  une  boule 

blanche  du  premier  coup  »  plus  la  probabilité  

de  ne  pas  tirer  une  boule  blanche  du  premier  coup  et 

d'en  tirer  une  au  second  ;  cette  probabilité  est ; 

ainsi  la  probabilité  de  tirer  une  boule  blanche,  du  premier 
coup  ou  au  second  coup  seulement,  est 


a 


a  -{-i         («  -1-  I  )  (  5  -h  I  ) 

3°  La  probabilité  de  tirer  une  boule  blanche,  quand  on 
accorde  la  permission  d'efTectuer  trois  épreuves,  est  égale  à 

la  probabilité de  tirer  une  boule  blanche  du  premier 

coup,  plus  la  probabilité :  de  tirer  une  boule 

^'  ^  ^  («-f-i)(6-f-i) 

noire  au  premier  coup  et  une  boule  blanche  au  second, 

plus  la  probabilité -7-7 r, de  tirer  une  boule 

noire  au  premier  et  au  second  coup,  mais  une  blanche  au 
troisième  ^  cette  probabilité  est  donc 


«4-1  ~     (a-4-i)(^-M)        (^a-f.i)(^4-i)(cH- i)' 
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et  ainsi  de  suite.  Si  l'on  permet  d'effectuer  un  nombre  illi- 
mité d'épreuves,  il  est  clair  que  l'on  finira  par  tirer  une 
boule  blanche,  et,  par  suite,  on  a  identiquement 


a 

I  =  ; h 


a-\-\  («-4- i)(6  4- I)         (rt -f- i)(6 -I- i)(c-f-  1) 

Cette  identité,  qui  a  cela  de  remarquable,  qu'elle  con- 
tient une  infinité  d'arbitraires,  peut  se  démontrer  directe- 
ment, avec  la  plus  grande  facilité,  en  prenant,  pour  û,  h^ 
c,. .  .,  des  nombres  positifs,  tels  que  le  produit 

(«-+-i)(è-4-i)(c-4-i)... 

croisse  au  delà  de  toute  limite.  On  démontrerait  avec  une 
égale  facilité  la  formule 

a  ah  a' h' c 


[a  H-  a')  {b  -f-  b')        [a  -f-  a'}[b  -h  b')  [c  H-  c') 


+  .. 


soit  directement,  soit  à  l'aide  du  calcul  des  probabilités. 

Si  l'on  prend  a  ==  a'  =  Z>  =^  è'  = . . .  =  i ,  on  a  la  formule 
connue 

I  I  I  T 

pour  a'  =  b'  =  c'  = .  .  .=z  i  et  «  =  i,  b  =  i^   c  =  3, . . . , 
on  trouve 

I        I  I  I  I 

~'  1       3~^2.4       2.3.5       2.3.4't>  ' 

ce  que  l'on  peut  vérifier,   en   observant   que   le   second 
membre  est  égal  à 


/       ( .r  +  —  +  -^  4-       '^    ^  -f-  .  .  .  W^  —   /      xé'dx  — 


I . 
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Dans  le  courant  de  cet  Ouvrage,  nous  aurons  souvent  l'oc- 
casion de  nous  appuyer  sur  le  théorème  de  Bernoulli  ^  nous 
croyons  cependant  devoir  en  présenter,  dès  à  présent, 
une  application  qui  avait  déjà  attiré  l'attention  de  Laplace 
et  qui  a  donné  lieu  depuis  à  divers  travaux  intéressants. 

Problème  IL  —  On  donne  une  série  de  di^oites  parai- 
lèles,  équidistantes,  tracées  sur  un  plancher  très-uni;  sur 
ce  plancher  on  projette  une  aiguille  Irés-fine;  on  demande 
la  probabilité  que  cette  aiguille  rencontre  l'une  des  paral- 
lèles, lorsqu  elle  sera  par^^enue  au  repos. 

Soient  2  a  la  distance  de  deux  des  parallèles  xx'  et  ^J' 
quelconques,  2/  la  longueur  de  l'aiguille.  Il  est  clair  que 

Fig.  2. 


//  1 


C  .  D     I  B 

A        1 


l'on  ne  change  pas  le  rapport  des  cas  favorables  et  des  cas 
possibles  :  1°  en  ne  considérant  qu'une  moitié  de  l'aiguille^ 
2°  en  supposant  que  le  centre  O  tombe  sur  une  perpendicu- 
laire donnée  à  xx'  et  à  une  distance  de  xx'  au  plus  égale 
à  a  ^  3°  en  supposant  que  la  moitié  considérée  tombe  à 
gauche  de  OB,  en  faisant  avec  OB  un  angle  au  plus  égal 

à  -•  Nous  ferons  alors  ces  hypothèses,  ce  qui  ne  change  en 

rien  la  probabilité  de  l'événement  attendu. 

Appliquons  le  principe  de  la  probabilité  totale,  en  exa- 
minant ce  qui  se  passe  dans  chacune  des  hypothèses  où  le 
centre  de  l'aiguille  tombe  sur  chacun  des  éléments  dx  de  la 
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perpendiculaire  OB,  comptée  depuis  son  pied  B  jusqu'à  la 

moitié  de  l'intervalle  ia  qui  sépare  les  parallèles.  La  pro- 

dx 
habilité  de  chacune  de  ces  hypothèses  est  —  -,  l'une  d'elles 

se  trouvant  réalisée  et  l'aiguille  tombant  dans  une  position 
telle  que  OA,  la  probabilité  qu'il  y  ait  rencontre  est  le  rap- 
port de  l'angle  COB  à  ->  OC  désignant  la  position  que  prend 
l'aiguille  quand  sa  pointe  vient  raser  la  parallèle  xx'-^  mais, 
OB  étant  désigné  par  a:,  l'angle  COB  a  pour  cosinus  -j  la 

probabilité  de  la  rencontre,  dans  l'hypothèse  particulière  où 
nous  nous  sommes  placés,  est  donc 


1  X 

-  arc  ces  -  ? 


et  la  probabilité  totale  est 


ou  bien 


J^'     !?.  X  dx 

-  arc  cos  -  —  5 
0    ^  /     « 

1       C^  X 

P  =:  —    /      arc  cos  -  dx  ; 


en  effectuant  l'intégration  par  parties,  on  trouve 

^'^  \   sjP  —  x' 
ou  bien 

On  arrive  encore  à  ce  résultat  d'une  autre  manière  5  en 
effet,  supposons  qu'au  lieu  d'une  aiguille  on  projette  un 
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disque  convexe,  assez  petit  pour  ne  pas  rencontrer  deux  pa- 
rallèles à  la  fois,  et  de  périmètre  S-,  chacun  de  ses  élé- 
ments ds  a  la  même  probabilité  de  rencontrer  les  parallèles  5 
en  désignant  par  pds  cette  probabilité,  la  probabilité  que  le 

S 
disque  rencontrera  les  parallèles  seraEpc?5  ou  p  -;  j'écris 

—  et  non  pS,  parce  que  la  rencontre  du  disque  a  toujours 

lieu  par  deux  éléments ,  ce  qui  diminue  de  moitié  le 
nombre  des  cas  favorables  à  considérer  ;  pour  calculer  /?, 
on  peut  faire  une  application  au  cercle  de  rayon  11  ^  la  pro- 
babilité que  ce  cercle  rencontrera  est  évidemment  égale  au 
rapport  du  nombre  des  cas  où  son  centre  sera  à  une  dis- 
tance inférieure  à  R  de  la  parallèle  la  plus  rapprochée  à 
celui  des  cas  où  ce  centre  est  à  une  distance  inférieure  à  a 
de  cette  même  parallèle  -,  en  d'autres  termes,  pour  le  disque 

circulaire,  la  probabilité  cherchée  est  —  •  On  a,  du  reste, 

S  —  27rR; 
on  a  donc,  pour  déterminer  p,  la  formule 

-  /?  2  7rR  rnr.  -     ,        d  OU       />  =  *, 

1  a  7r«     • 

S 
il  en  résulte  que est  la  probabilité  relative  à  un  disque 

convexe  quelconque.  (Si  le  disque  n'était  pas  convexe,  on 
pourrait  évidemment  le  remplacer  par  un  autre  convexe, 
obtenu  en  menant  toutes  les  tangentes,  communes  et  exté- 
rieures, à  deux  portions  du  périmètre.) 

Une  aiguille  de  longueur  1 1  peut  être  considérée  comme 
un  disque  convexe  de  longueur  4^  et,  par  suite,  la  probabi- 

il 
lité  relative  à  l'aiguille  sera 
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L'application  du  tliëorème  de  Bernoulli  à  la  question  que 
nous  venons  de  résoudre  conduit  à  cette  conséquence  cu- 
rieuse que,  si  on  laisse  tomber  une  aiguille,  de  longueur  /, 
sur  une  série  de  lignes  parallèles,  tracées  sur  un  plancher, 
distantes  entre  elles  d'une  quantité  «,  le  rapport  du  nombre 
total  des  épreuves  au  nombre  des  cas  où  la  rencontre  de 
l'aiguille  avec  les  lignes  aura  lieu  tendra  sans  cesse  vers 

—y-,    connaissant  a  et  /,  on  en  déduit  tt.   Si  a  =  2/,  on 

trouve  71  lui-même  en  effectuant  la  division. 

Voyons  maintenant  sur  quelle  approximation  on  peut 
compter  en  appliquant  ce  procédé  \  nous  avons  vu  que  la 
probabilité  que  le  rapport  du  nombre  des  cas  où  l'événe- 
ment attendu  a  lieu  au  nombre  total  s  des  épreuves  diffère 
de  la  probabilité  de  cet  événement  d'une  quantité  inférieure 

à  -  y  avec  une  probabilité 


'r:  Jo 


\j2pqs 


Si  l'on  prend  — ^:r=:::  égal  à  2,4,  l'intégrale  précédente  de- 
sjipqs 

vient  égale  à  0,9999^  posons  donc 

-pL==r2,4. 
S/ipqs 

T>  1  il  il 

Remplaçons  p  par  —  •>  a  par  i ?  nous  aurons 

'     ^        av:     '  ^  an 

s'        ,       ,,        /  il\    il    I 

-=2,4^2     I ---; 

s^  \  an J    an   s 

-  est  le  carré  de  l'erreur  commise  en  appliquant  notre  pro- 
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cédé  au  calcul  de  tt-,  donc  l'erreur  varice  omme  l'inverse  de 

la  racine  carrée  du  nombre  des  épreuves  et,  toutes  choses 

ii         i 
égales  d'ailleurs,  atteindra  son  maximum  pour  —  =  -» 
"  ^  '■  an        2, 

ou  Izzz  —  .  Prenons,  par  exemple,  l  =i  a^  on  aura 


i<\/b 


si  l'on  prend  s  =  72,  on  aura 


pour  s  =  oooo,  on  a 


\<b 


s        100 


On  voit  donc  que  le  procédé  que  nous  proposons  est,  en  gé- 
néral, peu  sensible  et  plus  curieux  qu'utile.  11  est  vrai  que, 

.   2/  ,    .       ,  .  .  ,  .        . 

si  —  était  tres-petit,  on  pourrait  espérer  une  approximation 

plus   grande,  mais  la  formule  qui  donne  l'approximation 
cesserait  d'être  exacte. 


Espérance.  —  Importance  d'une  somme  éventuelle. 

Lorsqu'une  personne  attend  une  somme  d'argent  qui  dé- 
pend de  l'arrivée  d'un  événement  incertain,  on  dit  que 
cette  somme  est  éventuelle. 

L'importance  d'une  somme  éventuelle  peut  être  mesurée 
avec  précision,  et  voici  comment.  Supposons  d'abord  que 
cette  somme  soit  a  et  qu'elle  dépende  de  l'arrivée  de  l'évé- 
nement E  (on  peut  supposer,  par  exemple,  que  l'événe- 


CHAPITRE  III.  —  ÉTUDE  DES  PHÉNOMÈNES,  ETC.      125 

ment  E  soit  le  tirage  d'un  numéro  déterminé  d'une  loterie  ; 
si  l'on  tire  ce  numéro,  on  gagne  la  somme  a  ;  si  l'on  en  tire 
un  autre,  on  ne  réalise  aucun  bénéfice)  ♦,  soit  p  la  probabilité 
de  E.  Si  l'on  fait  un  grand  nombre  s  d'épreuves,  en  vertu 
du  théorème  de  Bernoulli,  l'événement  E  se  présentera  un 
nombre  de  fois  a,  l'événement  contraire  se  présentera  |S  fois 
et  le  bénéfice  réalisé  sera  a  cl  \  mais  on  a,  à  fort  peu  de  chose 
près, 


a 


et,  pour  5  =  00  ,  cette  formule  devient  rigoureuse;  on 
donc 


«a 

-  =  «/,; 


ap  est  donc  le  bénéfice  moyen  et  ap  diffère  infiniment  peu 
du  prix  qu'il  faudrait  payer  le  droit  de  faire  une  épreuve, 
pour  ne  faire  ni  perte  ni  gain  dans  une  longue  série 
d'épreuves. 

11  y  a  plus  ;  si  nous  posons 

1    n 

qz=:i  —  p     et     0(7)  :=  -^1    j      e-'i' dy      (voir  p.  97  et  106), 
il  y  aura  une  probabilité 

\\lipqsj 

que  l'événement  E  aura  lieu  un  nombre  de  fois  compris 
entre  a  —  /  et  a  -h  Z  sur  s  épreuves,  a.  étant  à  peu  près  ps. 
Donc  il  y  aura  la  probabilité  P  que  le  gain  réalisé  sera 
compris  entre 

(a  +  /)«     et     (a  —  l)a, 
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et,  si  l'on  paye  ap±e  le  droit  de  faire  une  épreuve,  comme 
on  a  déboursé  en  tout  sapdzse  ou  aadzse^  le  bénéfice 
net  aura  la  probabilité  P  d'être  compris  entre  al±£s  et 
—  aldzes.  Si  l'on  prend  /d'un  ordre  un  peu  supérieur 
à  )Js^  al  sera  négligeable  vis-à-vis  de  e5,  et  P  sera  très-voisin 
de  l'unité  -,  il  sera  donc  très-probable  que  l'on  réalisera  un 
bénéfice  net  dz  £5;  en  d'autres  termes,  ap  mesure  V impor- 
tance de  la  somme  éventuelle  a,  puisque,  en  payant  ap-\-e^ 
on  finira  par  être  toujours  en  perte,  et  en  payant  ap  —  s 
on  finira  par  être  toujours  en  gain. 

On  appelle  espérance  niatliématique  d'une  somme  a  le 
produit  de  cette  somme  par  la  probabilité  p  de  l'obtenir 
dans  une  épreuve.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  sui- 
vant : 

Théorème  I.  —  L' importance  d'une  somme  é^^entuelle 
est  égale  à  son  espérance  mathématique. 

Supposons  maintenant  que  la  valeur  absolue  d'une  somme 
éventuelle  dépende  de  la  manière  dont  l'événement  E  se 
présente  (supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'un  coup  de 
dé  procure  le  bénéfice  i ,  2,  3, . . . ,  6  francs,  selon  que  l'on 
amène  le  point  i ,  2, . . . ,  6)  ^  la  valeur  de  cette  somme,  ou 
le  prix  que  l'on  pourra  payer  le  droit  d'efTecluer  l'épreuve, 
sera  évidemment  la  somme  des  prix  que  l'on  devra  payer 
chacune  des  manières  dont  l'événement  peut  se  présenter  5 

ainsi,  dans  Texemple  choisi,  il  faudra  payer  -^  le  droit 

d'attendre  le  bénéfice  procuré  par  le  point  as,  -^  le  droit 

d'attendre  le  bénéfice  dû  au  point  2,  etc.  Nous  pouvons 
donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorîsme  II.  —  Lorsque  la  a^aleur  absolue  d'une 
somme  é^ejituelle  varie  av^ec  la  manière  dont  l'é^éne- 
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ment  E,  dojit  elle  dépend,  se  présente,  V importance  de 
cette  somme  est  mesurée  par  la  somme  des  espérances  ma- 
thématiques,  relatives  à  chacune  des  façons  dont  E  peut 
se  présenter. 

Des  jeux  de  hasard. 

Bien  que  tout  le  monde  saclie  parfaitement  ce  que  l'on 
appelle  un  jeu  de  hasard,  je  crois  qu'il  est  bon  de  donner 
une  définition  précise  de  ce  que  nous  devrons  entendre 
par  ces  mots^  pour  nous,  un  jeu  sera  une  opération  quel- 
conque dans  laquelle  un  ou  plusieurs  individus  seront 
assujettis  à  attendre  un  bénéfice  éventuel,  positif  ou  néga- 
tif 5  ces  individus  porteront  le  nom  àe  joueurs.  Cette  défini- 
tion du  jeu  nous  permettra  de  traiter  de  la  même  façon  un 
grand  nombre  de  questions  importantes  et,  en  particulier, 
la  tliéorie  des  assurances  sur  la  vie  liumaine  et  sur  les 
choses. 

Dans  la  plupart  des  cas,  les  joueurs  sont  tenus  de  payer 
l'avantage  que  leur  procure  le  droit  d'attendre  les  sommes 
éventuelles  qui  constituent  le  gain  du  jeu,  et  la  première 
question  dont  nous  allons  nous  occuper  est  de  régler  équi- 
tablement  la  mise  des  joueurs. 

Pour  qu'un  jeu  ne  soit  ni  avantageux  ni  désavantageux, 
il  faut  évidemment  que,  dans  un  grand  nombre  de  parties 
ou  d'épreuves,  le  gain  ou  la  perte  moyenne  de  chaque 
joueur  soit  sensiblement  zéro,  et  que,  si  l'on  altère  infini- 
ment peu  les  mises,  le  gain  ou  la  perte  moyenne  de^ 
vienne  nécessairement  différent  de  zéro. 

Cela  revient  à  dire  que  la  mise  de  chaque  joueur  doit 
être  égale  à  l' importance  de  la  somme  éventuelle  qu'il 
attend.  Supposons,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire,  que 
la  somme  éventuelle   attendue  par  chaque  joueur  soit  la 
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mise  totale  des  joueurs  \  soit  a,  la  mise  d'un  quelconque  des 
joueurs,  yw,  la  probabilité  qu'il  a  de  gagner  et  ^,=  i  —  pi  la 
probabilité  qu'il  a  de  perdre  5  la  valeur  de  la  somme  qu'il 
attend  est  pi^a.  On  doit  donc  avoir 


aizzz  pi^a      ou      —  =  2«, 
Pi 


d'où  l'on  conclut 


Pi'~  Jh  Pi 


et,  dans  ce  cas,  la  mise  de  chaque  joueur  doit  être  propor- 
tionnelle à  la  cliance  qu'il  a  de  gagner. 

Les  conditions  du  jeu  ne  sont  pas  toujours  aussi  simples, 
et  la  théorie  dont  nous  nous  occupons  dans  ce  Chapitre 
aura  surtout  pour  but  de  régir  équitablement  les  mises  des 
joueurs,  mais  toujours  d'après  le  même  principe,  à  savoir 
que  la  mise  doit  être  égale  à  l'importance  de  la  somme 
attendue. 

Sur  r effet  des  jeux  de  hasard. 

Le  Calcul  des  probabilités,  d'accord  avec  les  préceptes  de 
la  morale,  qui,  considérée  indépendamment  de  toute  idée 
religieuse,  n'est  que  l'application  des  règles  du  bon  sens  à 
notre  conduite,  nous  engage  à  modérer  en  nous  la  passion 
du  jeu  ;  nous  allons  prouver,  en  effet,  que  les  habitudes  du 
j^u  conduisent  fatalement  à  la  ruine. 

Considérons  un  individu  A  ayant  l'habitude  du  jeu^  son 
sort  ne  sera  pas  modifié  si  l'on  substitue  à  ses  adversaires 
un  joueur  unique  et  idéal  capable  d'acheter  constamment 
leurs  profits  et  pertes^  j'appellerai  M  ce  joueur  idéal,  dont 
la  fortune  peut  être  censée  aussi  grande  que  l'on  veut,  puis- 
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qu'il  représente  le  public.  Ceci  posé,  je  vais  prouver  que, 
si  A  et  M  jouent  ensemble  un  jeu  équitable,  le  plus  riche 
des  deux  joueurs  ruinera  probablement  l'autre. 

Soient  a  la  fortune  de  A  et  m  celle  de  M,  ces  fortunes 
peuvent  être  considérées  comme  des  mises  et,  si  l'on  ap- 
pelle X  et  j  les  probabilités  que  A  et  M  ont  de  gagner  dans 
un  jeu  équitable,  il  faut  que  l'importance  de  la  mise  m 
pour  A  soit  la  même  que  l'importance  de  la  mise  a  pour  M  : 
donc  mx  doit  être  égal  à  aj.  On  a  donc 

mx  —  aj,     x-hy=:i^ 
d'où  l'on  tire 


m 


'    r 


Si  M  représente  le  public,  on  a 

m=zao      et,  par  suite,     a:  z=z  o,     j  =:  i 

et  la  probabilité  y  que  A  a  de  se  ruiner  devient  une  certi- 
tude (comparer  ce  résultat  avec  celui  de  la  p.  y  g). 

11  en  est  de  cette  vérité  comme  du  mouvement  perpétuel 
en  Mécanique.  Il  est  aussi  difficile  de  faire  comprendre  à  un 
joueur  qu'il  court  à  sa  ruine  qu'il  est  difficile  de  démontrer 
aux  gens  dont  l'éducation  scientifique  a  été  négligée  l'ina- 
nité de  leurs  combinaisons,  lorsqu'ils  veulent  faire  des  ma- 
chines créant  indéfiniment  du  travail  utile.  Les  joueurs  ont 
leurs  superstitions,  comme  ceux  qui  croient  au  surnaturel, 
et  il  est  remarquable  que  des  personnes,  d'ailleurs  intelli- 
gentes, refusent,  dans  certains  cas,  de  vouloir  faire  usage 
de  leur  raison  pour  accepter,  sans  examen,  des  doctrines, 
tout  au  moins  ridicules  lorsqu'elles  ne  sont  point  funestes. 
Nous  écrivons  ici  pour  des  gens  raisonnables  et  nous  ne 
nous  appliquerons  point  à  rétorquer  tous  les  arguments,  à 
détruire  tous  les  préjugés  des  joueurs  ^  ainsi  que  nous  l'avons 

9 
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dit,  il  existe  des  gens  dont  un  côté  de  la  raison  est  resté 
atropliié  et  pour  lesquels  la  foi  domine  les  arguments  les 
plus  sûrs  et  les  plus  solides. 


Solution  de  quelques  questions  pour  montrer  l'usage  que  l'on  peut 
faire  de  l'espérance  mathématique. 

Problème  I.  —  Deux  joueurs  A  et  ^jouent  aux  condi- 
tions suivantes  :  celui  qui  gagne  une  partie  marque  un 
point,  dès  que  A  a  marqué  a  points  ou  que  ^  en  a  mar- 
qué ^^  le  jeu  cesse,  et  A  gagne  la  mise  de  B  dans  le  premier 
cas,  B  gagne  la  mise  de  A  dans  le  second;  quelles  doii^ent 
être  les  mises  de  A  et  B  pour  que  le  jeu  soit  équitable? 

Calculons  la  probabilité  que  chaque  joueur  a  de  gagner; 
pour  cela,  désignons  par  f{u^  t^)  la  probabilité  que,  sur 
u-\-  i^  parties  jouées,  A  en  gagnera  u  et  B  en  gagnera  w. 
On  a,  comme  l'on  sait  (p.  88), 

A  peut  gagner  la  mise  de  B  :  i"  en  marquant  a  points  de 
suite  dans  les  «  premières  parties  ou,  ce  qui  revient  au 
même ,  a  —  i  points  dans  les  a  —  i  premières  parties 
et  I  point  dans  la  a'^'""  ;  2°  en  marquant  a  —  i  points 
dans  les  a  premières  parties  et  i  dans  la  a  -{-  i'^'"';  3°  en 
marquant  (a  —  i)  points  dans  les  a  -f- 1  premières  parties 
et  I  dans  la  a  -{-  2'^'"*,  etc.,  jusqu'à  la  a  -h  jS  —  i'^""*  par- 
tie. La  probabilité  p  que  A  a  de  gagner  la  mise  de  B  s'ob- 
tiendra donc  en  appliquant  le  principe  de  la  probabilité 
totale,  les  probabilités  des  causes  successives  étant  les  moi- 
tiés de 

.      /(a  —  1,0),     /(a—  I,   i},..  .,     /(a— i,p  — 1) 
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et  les  probabilités  qu'elles  donnent  à  l'événement  attendu 
étant  I,  on  trouvera  ainsi 

p=:~[f[c,~l,   o)+/(a-l,  i)  -+-... -f-/(a-l,   P-Ij], 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  (i), 


—  l         '         rfg— i)!    ,    _^ 
''"  2  (a—  i;!  L     2*-'      '^  lia" 


(g-f-i)!    ^  ,    («  +  P-2)! 


(p  — i)!2«+ï^- 


On  trouverait  de  même 


-       '         2(p 

l'élimination  de  p  entre  ces  deux  formules  conduit  à  une 
identité  qu'il  serait  plus  difficile  d'établir  directement-,  du 
reste,  ;?  et  i  —  p  sont  proportionnels  aux  mises  de  A  et  B  : 
la  question  se  trouve  donc  ainsi  résolue. 
Si  l'on  fait  a  --  j3,  on  trouve 

_i  I r(a—  0!        _a]_    ,  ^       (2a— 2)!"] 


et  cette  quantité  est  égale  à -• 

La  même  méthode  s'appliquerait  encore  si,  au  lieu  de 
deux  joueurs,  on  en  considérait  un  plus  grand  nombre  et  si 
l'on  accordait  le  gain  de  toutes  les  mises  au  premier  qui  au- 
rait amené  un  nombre  de  points,  donné  à  l'avance  et  diffé- 
rent pour  chacun  d'eux. 

Problème  II.  —   A  joue  avec  B  aux  conditions  sui- 

9- 
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vantes  :  on  jette  deux  dés  sur  une  table  ;  lorsqu'on  amène 
un  point  au-dessous  c?e  lo,  B  donne  à  A  autant  de  francs 
que  l'on  a  amené  de  points;  dans  le  cas  contraire,  A 
donne  à  B  une  somme  fixe,  qu'il  s' agit  de  déterminer,  de 
manière  à  rendre  le  jeu  équitable. 

A  attend  les  sommes  2,  3,  4  v?  9î  1^  probabilité  d'obte- 

I  2 

nir  le  point  2  est  ^î  la  probabilité  d'obtenir  3  est  x^?  car 

il  y  a  deux  manières  d'amener  ce  point,  à  savoir  :  as,  deux 

3 
et  deux,  as.  La  probabilité  du  point  4  est  ^tt»  car  on  peut 

l'amener  de  trois  manières  :  as,  trois ^  deux,  deux  et  trois, 
as^  etc.  :  l'importance  de  la  somme  exposée  par  B  est  donc 

I         _2         .3        ^4        r  ^  6        o  ^  4 

18S 

ou  bien  -^  •  Si  nous  désignons  alors  par  x  la  somme  que  A 

doit  payer  à  B,  nous  trouverons,  pour  l'importance  de  cette 
somme,  la  valeur 

2  I  \  6 


\36      36       36  y 


""     36'- 


Si  nous  égalons  les  importances  des  sommes  attendues  par 
A  et  B,  nous  aurons 

l88:=:6x, 

d'où  nous  tirons  pour  x  la  valeur  Si*^"",  33. 

Problème  IL  —  A  ef  B  jouent  à  pile  ou  face  aux  con- 
ditions suivantes  :  si  A  amène  pile  au  premier  coup,  il  re- 
çoit I  franc  et  le  jeu  cesse;  s'il  l'amène  au  second  coup 
seulement  il  reçoit  2  francs,  etc.;  s'il  l'amène  au  n'^'"'  coup 
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seulement,  il  reçoit  2"~*  francs;  quelle  doit  être  la  mise 
de  A? 

Si  l'on  applique  la  règle  de  l'espérance  mathématique  à 
cette  question,  on  trouve  que  la  valeur  espérée  par  A  se 

compose  des  termes  -  pour  le  premier  coup,  y  2  pour  le 

second,  etc.,  —  2"~*  pour  le  tz'^'"^^  la  mise  de  A  devant 

être  égale  à  cette  somme  est,  comme  on  le  voit,  infinie. 

On  a  voulu  voir,  dans  la  solution  que  nous  venons  de 
donner,  un  paradoxe  et  le  problème  précédent  est  devenu 
célèbre  sous  le  nom  de  problème  de  Saint-Pétersbourg . 
Nicolas  Bernoulli  avait  imaginé,  pour  expliquer  ce  prétendu 
paradoxe,  la  notion  de  V espérance  morale,  sur  laquelle 
nous  ne  nous  arrêterons  pas  5  mais,  pour  peu  que  l'on  ré- 
fléchisse, on  s'apercevra  bien  vite  :  1°  que,  A  pouvant,  en 
définitive,  gagner  une  somme  infinie,  il  n'est  pas  étonnant 
que  sa  mise  soit  infinie  ;  2°  que  les  arguments  qui  nous  ont 
permis  de  définir  avec  précision  l'importance  d'une  somme 
éventuelle  ne  peuvent  plus  s'appliquer  ici.  Et,  en  effet, 

pour  pouvoir  dire  que  —  2"~^   est  le  prix  qu'il  faudrait 

payer  le  droit  de  faire  la  n'^"*^  épreuve,  il  faut  admettre  que 
les  joueurs  puissent  faire  ensemble  un  très-grand  nombre 
de  parties,  en  mettant  au  jeu  des  sommes  très-grandes  sur 
des  probabilités  qui  pourraient  toujours  être  regardées 
comme  très-petites,  par  rapport  à  l'inverse  du  nombre  des 
parties  jouées.  Nous  sommes  alors  en  présence  d'un  cas  où 
le  théorème  de  Bernoulli  tombe  en  défaut-,  c'est  là,  je  crois, 
qu'il  faut  voir  l'explication  d'un  fait  qui  répugne  au  sens 
commun  et  il  faut  en  conclure  que  le  jeu  de  Saint-Péters- 
bourg ne  peut  jamais  être  équitable. 
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Problème  III.  —  Un  bijoutier  possède  un  diamant  brut 
dont  la  valeur  est  a  francs;  on  vient  lui  annoncer  que  ce 
diamant  est  cassé  en  deux  morceaux  ;  un  amateur,  présent 
à  ce  moment,  lui  propose  d'acheter  les  deux  morceaux  ; 
on  demande  quel  prix  il  dewra  les  lui  faire  payer,  a^ant 
d'avoir  comparé  leurs  volumes? 

On  sait  que  le  prix  du  diamant  varie  comme  le  carré  de 
son  poids  ou,  si  l'on  veut,  de  son  volume  et,  si  le  fait  n'est 
pas  très-exact,  rien  ne  nous  empêche  de  l'admettre  dans  le 
cas  actuel.  Prenons  pour  unité  le  volume  total  du  diamant 
primitif  et  soient  x  elj  les  volumes  des  morceaux,  en  sorte 
que 

(i)  x-^y  —  i. 

Les  prix  de  ces  morceaux  seront  respectivement  ax*  et  «j* 
et,  par  suite,  le  prix  du  diamant  brisé  sera 

Or  la  probabilité  que  le  volume  du  premier  morceau  sera 
compris  entre  x  cl  x  -{-  dx  est  dx  \  l'espérance  mathéma- 
tique du  bijoutier  dans  ce  cas  est 

a[x^ ->i-  y"^)  d.r. 

Si  l'on  fait  la  somme  de  toutes  ces  espérances  pour  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  o  et  i ,  on  aura  le  prix  que  l'on  devra 
équitablement  payer  le  diamant  brisé,  à  savoir  : 


En  remplaçant  j  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (i},  cette 
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expression  devient 


al     (2JC*  — 


1 
2..X  -\-  i)dx  r=:  —  a. 
o 


Ainsi  un  diamant  casse  en  deux  morceaux  perd  un  tiers  de 
sa  valeur.  En  réalité,  il  devrait  perdre  davantage,  à  cause 
de  l'irrégularité  de  la  forme  des  fragments. 

Supposons  maintenant  le  diamant  cassé  en  trois  mor- 
ceaux ;  en  raisonnant  comme  tout  à  l'heure  et  en  désignant 
par  X,  jx^,  z  les  volumes  de  ces  morceaux,  on  trouvera,  pour 
leur  prix, 

et  l'on  aura 

(2)  .rH-j  +  sr=l. 

L'espérance  du  bijoutier  relative  à  des  morceaux,  dont  les 
grosseurs  seraient  comprises  entre  x  et  x  -h  dx^  y  et 
7  -\-  dy^  sera 

a{.T^  -h  j^  -\-  z'^)d.T  {if, 

et  l'importance  du  prix  que  peut  espérer  le  bijoutier 

n  ff  [.rr  -{-  y''  -\-  z^)  d.T dj, 

l'intégrale  étant  prise  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x, 
j"  et  z,  satisfaisant  à  la  formule  (2)5  en  d'autres  termes,  il 
faudra  calculer  l'intégrale 

aff(ix'^-{-iX'' — IX — '2f-\-lxy-h-\)dxdf, 
pour  les  valeurs  de  x  et  y  positives,  telles  que 

sa  valeur  est 

12 
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Problème  des  partis. 


Des  joueurs  se  séparent  quelquefois  avant  d'avoir  ter- 
miné leur  partie^  le  problème  des  partis  a  pour  but  de 
déterminer  dans  quel  rapport  ils  doivent  se  partager  l'en- 
jeu. La  règle  de  l'espérance  mathématique  donne  immé- 
diatement la  solution  de  la  question:  en  effet,  supposons 
que  des  joueurs  A,  B,  C,...,  ayant  la  probabilité  p,  7,  r^... 
de  gagner  l'enjeu  e,  veuillent  vendre  leur  droit  de  jouer  à 
d'autres  joueurs  A',  B',  C, . . . ,  ces  derniers  devront  payer 
à  ceux  dont  ils  acceptent  la  succession  des  sommes  respec- 
tives pe,  qe^  /'e, . . .  égales  à  leurs  espérances  mathéma- 
tiques. Donc  pe^  qe^  /'e, . . .  sont  les  parts  afférentes  aux 
joueurs  A,  B,  C, . . . ,  lorsqu'ils  veulent  se  séparer  avant  d'avoir 
terminé  leur  partie.  On  conclut  de  là  l'énoncé  que  voici  : 

Règle  des  patitis.  —  Lorsque  des  joueurs  se  séparent 
a^ant  d'avoir  terminé  leur  partie,  ils  doivent  partager 
l'enjeu  proportionnellement  aux  probabilités  qu'ils  au- 
raient de  gagner  si  la  partie  devrait  être  achevée. 

Eclairons  ceci  par  un  exemple  : 

Problème. —  Deux  joueurs.  A,  B,  jouent  en  un  cej'tain 
nombre  de  points;  ils  ^veulent  cesser  leur  partie  au  mo- 
ment oii  il  leur  reste  respecti\^ement  ce  et  ^  points  à  mar- 
quer :  soit  p  la  probabilité  que  A  a  de  marquer  i  point, 
q  celle  que  B  a  de  marquer  i  point;  ces  probabilités 
restant  constantes  pendant  toute  la  durée  du  jeu,  on  de- 
mande dans  quel  rapport  B  et  A  doivent  se  partager 
l'enjeu. 

Supposons  que  l'on  fasse  continuer  le  jeu  jusqu'à  ce  que 
A  et  B  aient  marqué  ensemble  «  -+-  j3  —  1  =  s  points.  Il  est 
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clair  qu'alors  l'un  d'eux  aura  marqué  les  points  qui  lui 
restent  à  faire  et  que  l'autre  n'aura  pas  marqué  les  siens  ^ 
il  résulte  de  là  que  la  probabilité  que  A  gagnera  et  que 
B  perdra  ne  sera  pas  altérée,  en  supposant  que  l'on  con- 
tinue le  jeu  jusqu'au  5'^'"^  point.  Or,  si  l'on  considère  le 
développement 

(p-^qy=p'-^~ p'~' Q  -+-  ^7^  P'~''i"  -^-' 

la  somme  des  |3  premiers  termes  sera  la  probabilité  c|ue 
A  marquera  s  points  sur  5,  ou  qu'il  en  marquera  s  —  i 
sur  ^, . . .  ^  en  d'autres  termes,  qu'il  marquera  au  moins 
a  points  sur  5,  c'est-à-dire  qu'il  gagnera.  La  somme  des 
termes  suivants  sera  la  probabilité  que  B  gagnera.  L'enjeu 
devra  être  partagé  proportionnellement  à  ces  probabilités. 
On  peut  encore  résoudre  la  question  comme  il  suit  : 
A  peut  gagner  :  1°  en  marquant  a  points  de  suite  ^  la  pro- 
babilité de  cet  événement  est  ^".  oP  II  peut  gagner  en  mar- 
quant a  —  I  points  dans  les  a  premiers  coups  et  i  point 
au  a  -f-  i'^'"*  j  la  probabilité  de  cet  événement  est 


a  a 

-/?*-'^X/?      ou      -p'^q. 


3*^  Il  peut  gagner  en  marquant  a  —  i  points  dans  les  a  -h  i 
premiers  coups  et  i  point  au  a  -f-  2'^'"*  coup  \  la  probabilité 
de  cet  événement  est 


(a  -+-  i)a  afa  -f-  1]     „    , 

^ ~  o*-'  q^  X  p      OU       — p'^q\ 

1.2        ^        ^  ^  1.2 


En  appliquant  le  principe  de  la  probabilité  totale,  on  trouve, 
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pour  la  probabilité  que  A  gagnera, 


a 


a(a-f-0  „  a(a-f-l}...(z-h3— 2)     , 


Si  l'on  rapproche  ce  résultat  de  la  solution  précédente,  on 
trouve,  en  égalant  entre  elles  les  deux  formes  que  prend  la 
probabilité  que  A  gagnera,  une  identité  remarquable  due 
à  Poisson^  nous  l'écrirons  en  changeant  j3  en  |3-i-i,  et 
nous  aurons 

„r         "^  a(a-i-i)     ,  a(a-f-l)...(a-i-6  — l)     ,1 

=,,.  [ .  + ,-  7 + ^~  -  7' + .  • .  +       ..LL-p       ''J  • 

Si  au  lieu  de  deux  joueurs  on  en  considérait  un  plus  grand 
nombre,  les  conditions  du  jeu  pourraient  se  compliquer 
selon  qu'après  un  même  coup  un  ou  plusieurs  joueurs  mar- 
queraient I  point.  Nous  résoudrons  seulement  la  question 
suivante  : 

A,  B,  C, . . .  ont  encore  respectis^ement  a,  j3,  7, . . .  points 
à  faire  pour  gagner  une  partie  déjà  commencée  ;  ils  ont 
des  probabilités  respectives  p^  </,  /',...  de  marquer  i  point 
à  chaque  coup,  un  seul  d'entre  eux  marquant  ce  point, 
en  sorte  que  p  -h  ^  -f-  /'  H-  • .  •  =  1  *,  oji  demande  comment 
ils  doivent  se  partager  l'enjeu. 

Il  suffit,  pour  résoudre  ce  problème,  de  calculer  la  pro- 
babilité que  chaque  joueur  aurait  de  gagner  si  la  partie  se 
continuait.  A,  par  exemple,  peut  gagner  :  1°  en  marquant 
CL  points  de  suite,  ce  dont  la  probabilité  est  /7*^  2°  en  mar- 
quant a  — I  points  en  a  coups  et   i  point  au  a  -f- 1'^'"',  ce 
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dont  la  probabilité  est 

^c.p'-'q.q      OU      ^-^p'g% 

le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  </,  /',  ^^...,  et  {^  dé- 
signant l'unité-,  3°  en  marquant  a  —  i  points  en  a  4- 1  coups 
et  ï  point  au  a  -h  2'^'"^  coup,  ce  dont  la  probabilité  est 

le  signe  X  s'étend  cette  fois  à  toutes  les  valeurs  <y,  /,  ^, . . . , 
les  exposants  v^  et  çv  pouvant  être  o,  i  ou  2,  mais  leur 
somme  faisant  toujours  2.  Ajoutons  enfin  qu'il  faudrait 
exclure  de  dessous  le  signe  H  les  termes  en  q^  si  |3  =  2, 
les  termes  en  /'^  si  y  •-=  2,  etc.,  absolument  comme  sous  le 
premier  S  que  nous  avons  rencontré^  il  aurait  fallu  sup- 
primer les  termes  en  q  si  l'on  avait  eu  (3  =  i,  les  termes 
en  /'  si  l'on  avait  eu  y  =  i .  Enfin  il  est  clair  aussi  que,  si 
l'on  avait  dû  supprimer  les  termes  en  c/  sous  le  premier 
signe  2,  on  devrait  les  supprimer  aussi  sous  le  second,  ainsi 
que  les  termes  en  q^\  a  fortiori,  en  poursuivant  ce  raison- 
nement et  en  appliquant  le  principe  de  la  probabilité  totale, 
on  trouve,  pour  la  probabilité  que  A  gagnera. 


I  -h 


^^/''-'-Y^é^'. ''■'"-'-■) 


les  signes  S  étant  compris,  comme  nous  l'avons  expliqué 
tout  à  l'heure. 

Le  problème  des  partis  peut  se  compliquer  si  la  proba- 
bilité des  joueurs  varie  à  chaque  coup^  mais  il  se  résout 
toujours  par  les  mêmes  principes.  Par  exemple,  si  deux 
individus,  A,  B,  jouaient  à  rouge  ou  noire  avec  un  jeu  de 
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piquet,  la  probabilité  de  tirer  rouge  ou  noire  varierait  avec 
la  nature  des  cartes  déjà  sorties,  c'est-à-dire  avec  la  com- 
position du  paquet  d'où  l'on  tire  les  cartes.  Il  est  facile  de 
voir,  par  exemple,  que  la  probabilité  que  A  aurait  de  gagner 
en  pariant  toujours  pour  rouge,  quand  il  reste  N  cartes 
noires  et  R  cartes  rouges,  serait  la  somme  des  probabilités  : 

R  R  —  I  R  —  a  -f-  I 

N  +  R  N  -H  R~^i      'N  -4-  R  —  a  -4-1 

qu'il  sortira  a  rouges  de  suite  en  a  coups  ^ 

aN.R(R  — i).  .  .(R  — a-f-2)  R  — a  +  i 

(NH-R)(N-f-R— i)...(N-l-R— a-hi)  N -h  R -~i 

qu'il  sortira  a  —  i  rouges  dans  les  a  premiers  coups  et 
I  rouge  au  a  +  i'^""^,  et  ainsi  de  suite. 
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CHAPITRE  IV. 

SUR  LES  MÉTHODES  DANS  LES  SCIENCES  D'OBSERVATION. 


Notions  préliminaires. 

Les  erreurs  que  l'on  commet  forcément  en  opérant  une 
mesure  peuvent  avoir  leur  origine  dans  l'imperfection  des 
appareils  dont  on  fait  usage  ^  mais  ces  erreurs  sont  alors  ou 
constantes  ou  périodiques  à  fort  peu  de  chose  près,  et  l'on 
parvient  souvent  à  les  éliminer^  on  leur  donne  le  nom 
à^erreujs  systématiques. 

Mais  le  défaut  d'habileté  de  l'opérateur,  l'imperfection 
de  ses  sens  sont  des  causes  d'erreurs  dont  l'influence  se  fait 
toujours  sentir,  et  que  le  Calcul  des  probabilités  seul  peut 
apprendre  à  corriger.  L'imperfection  des  instruments  pro- 
duit aussi  des  erreurs,  très-faibles  il  est  vrai,  et  qui  n'ont 
rien  de  constant^  d'autres  causes,  telles  que  l'influence  des 
milieux  où  l'on  opère,  de  la  température,  etc.,  peuvent,  en 
agissant  tantôt  dans  un  sens,  tantôt  dans  un  autre,  engen- 
drer des  erreurs  qui  ne  semblent  soumises  à  aucune  loi 
régulière;  on  donne  à  ces  erreurs  qui  n'ont  rien  de  régu- 
lier le  nom  à' erreurs  accidentelles. 

Quoique  au  premier  abord  une  erreur  de  mesure  ne 
semble  être  soumise  à  aucune  loi,  il  est  bien  évident  pour 
tout  le  monde  que  les  grosses  erreurs  se  renouvelleront 
moins  souvent  que  les  petites,  en  sorte  que  la  probabilité 
d'une  erreur  est  d'autant  plus  forte  que  cette  erreur  est 
plus  petite. 
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Si  l'on  considère  l'erreur  que  l'on  a  pu  commettre  dans 
une  mesure,  il  est  évident  que  la  probabilité  que  cette 
erreur  est  comprise  entre  o  et  x  sera  d'autant  plus  forte 
que  X  sera  plus  grand  en  valeur  absolue,  en  sorte  que  la 
probabilité  en  question  est  une  véritable  fonction  de  a:,  in- 
connue, il  est  vrai,  et  variable  avec  les  instruments  et  les 
procédés  de  mesure.  Désignons  alors  par  F(a:)  la  probabi- 
lité que  l'erreur  est  comprise  entre  o  et  x. 

Si  l'on  veut  trouver  la  probabilité  j^  que  l'erreur  est  com- 
prise entre  x  et  x-\-dx^  on  observera  que,  en  vertu  du  prin- 
cipe de  la  probabilité  totale,  la  probabilité  Y[x  -\-  dx)  que 
l'erreur  est  comprise  entre  o  et  jr  -h  dx  est  égale  à  la  pro- 
babilité F(x)  que  l'erreur  est  comprise  entre  o  et  a:  plus 
la  probabilité^)^  que  l'erreur  est  comprise  entre  x  et  x-hdx 
(les  cas  favorables  à  l'existence  de  l'erreur  comprise  entre  o 
ci  X  '\-  dx  se  décomposant  en  deux  séries  s'excluant  mu- 
tuellement, à  savoir  :  les  cas  où  l'erreur  est  comprise  entre  o 
et  x^  et  les  cas  où  elle  est  comprise  entre  x  ci  x  -i-  dx)  : 
on  a  donc 

F(.r  +  ^.r)  =  F(.r)-f-j, 

d'où  l'on  conclut 

jrr:  Y'  [.r.)dx. 

F'(a:)  est  ce  que  nous  appellerons  \di  facilité  de  l'eneiw  x. 

Ainsi  la  facilité  de  l'erreur  est  une  fonction  «p  (^'),  telle 
que  (f{x)dx  représente  la  probabilité  que  l'erreur  est  com- 
prise entre  x  ei  x  -\-  dx. 

Supposons  que  l'on  fasse  un  très-grand  nombre  s  d'obser- 
vations pour  déterminer  une  quantité  O.  Si  Ton  désigne 
par  Tij.  le  nombre  de  fois  que  l'erreur  sera  comprise  entre  x 
et  a:  4-  dx^  on  aura  à  peu  près,  en  vertu  du  tbéorème  de 
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£d  envoyant  à  TÉditeur  un  mandat  sur  la  Poste  ou  des  timbres-poste, 
on  recevra  l'Ouvrage  franco  dans  toute  la  France 


Les  personnes  qui  désirent  étudier  le  Calcul  des  Probabilités 
éprouvent  généralement  des  difficultés  qui  tiennent  moins  à  la 
nature  du  sujet  qu'à  l'absence  de  Traités  réellement  classiques. 
Et,  en  effet,  pour  aborder  la  célèbre  Théorie  analytique  des 
probabilités  de  Laplace,  il  faut  déjà  être,  jusqu'à  un  certain 
point,  familiarisé  avec  l'Analyse  des  hasards,  l'auteur  ne  traitant, 
comme  il  l'avoue  lui-même,  que  les  questions  les  plus  difficiles  ; 
quant  aux  Livres  très -estimés  de  MM.  Lacroix  et  Cournot,  ils 
sont  trop  élémentaires,  même  pour  servir  d'introduction  à  la 
lecture  du  Traité  de  Laplace.  Il  n'en  est  pas  moins  vrai  que 
c'est  par  ces  deux  derniers  Ouvrages  qu'il  convient  d'aborder 
l'étude  des  Probabilités.  Le  Traité  dt;  Poisson,  sur  la  probabilité 
des  jugements,  écrit,  comme  son  titre  l'indique,  dans  un  but 
spécial,  contient  cependant  une  Introduction  qui  peut  être  con- 
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sidérée  aujourd'hui  comme  le  meilleur  Traité  réellement  clas- 
sique^ malheureusement,  il  est  fort  incomplet. 

N'était-ce  pas  rendre  service  à  bon  nombre  de  personnes  que 
de  faire  paraître  un  Traité  très-élémentaire  dans  ses  principes, 
mais  cependant  assez  complet  pour  permettre  de  lire  tout  ce  qui 
a  été  écrit  sur  la  matière?  C'est  cette  pensée  qui  a  inspiré  la 
publication  du  présent  Ouvrage,  qui  peut  être  considéré  comme 
une  véritable  introduction  au  Traité  de  Laplace,  quoiqu'il  forme 
à  lui  seul  un  corps  assez  étendu  pour  embrasser  toute  la  science 
des  hasards 
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En  présence  des  cristaux  parfaitement  définis,  et  toujours  les  mêmes,  qui 
sont  produits  par  un  grand  nombre  de  composés  chimiques,  on  a  depuis 
longtemps  pensé  qu'il  y  avait  une  relation  géométrique  entre  la  forme  de 
la  molécule  et  celle  de  son  cristal  ;  mais,  comme  les  molécules  sont  tout  à 
fait  invisibles,  il  fallait  en  quelque  sorte  deviner  l'arrangement  des  atomes 
dans  les  molécules,  en  se  conformant  aux  formules  chimiques. 

C'est  ce  problème  ardu  que  quarante  ans  de  recherches  ont  permis  à 
M.  Gaudin  de  résoudre  en  partie.  Il  détermine,  dans  cet  Ouvrage,  par  le 
calcul  et  l'expérience,  la  dimension  réelle  et  l'arrangement  harmonique  des 
atomes  et  des  molécules  dans  les  corps  ;  il  y  donne  pour  la  première  fois  la 
vraie  notion,  la  notion  positive  des  particules  infiniment  petites  auxquelles  se 
ramène  la  matière;  il  nous  montre  que  dans  le  moindre  grain  de  sable 
il  existe  des  assemblages  d'atomes  vibrants,  d'une  ordonnance  magnifique, 
alignés  entre  eux  avec  une  précision  merveilleuse,  et  en  si  grand  nombre 
que  l'imagination  la  plus  vive  en  est  confondue.  Mais  l'auteur  ne  veut  pas 
que  la  découverte  de  cet  ordre  admirable  soit  un  simple  objet  de  curiosité  : 
il  en  fait  le  point  de  départ  de  ses  raisonnements,  et  au  nom  même  de  cet 
ordre  il  contrôle  l'observation  des  faits  et  indique  aux  chimistes  quelles 
sont  les  formules  erronées,  quelles  sont  les  formules  nécessaires.  Les  faits 
sont  venus  confirmer  ses  assertions,  et  l'on  peut  dire  que  V Astronomie  des 
infiniment  petits ^  dont  ce  Livre  pose  les  bases,  éclairera  la  constitution 
des  corps,  comme  X Astronomie  des  infiniment  grands  nous  a  révélé  l'ad- 
mirable ordonnance  des  mouvements  célestes. 

Dans  la  séance  de  l'Académie  des  Sciences  du  24  février  1873,  M.  Dumas 
a  présenté  avec  éloges  l'Ouvrage  de  M.  Gaudin  et  a  terminé  par  ces  mots  : 
«  Il  y  a  plus  de  quarante  ans,  dit  l'illustre  Secrétaire  perpétuel,  que  je  suis 
les  recherches  de  M.  Gaudin  dans  cette  voie  toute  nouvelle  ouverte  par 
Ampère;  et  j'ai  été  frappé  de  l'attention,  de  la  réflexion,  de  la  finesse 
d'aperçus  dont  il  a  fait  preuve  à  chaque  pas  de  ses  études  sur  l'équilibre 
des  cristallisations.  Certes,  c'est  un  sujet  où  l'imagination  se  donnerait  bien 
facilement  carrière,  si  l'étude  patiente  et  consciencieuse  des  faits  par  l'ob- 


servation  des  cristaux  naturels  ou  artificiels  n'avait  sans  cesse  maintenu  et 
ramené  l'auteur  à  la  stricte  réalité.  Ces  travaux,  qui  ont  déjà  permis  de 
rectifier  quelques  formules  chimiques,  seront  d'un  grand  secours  à  la  Chimie 
moléculaire,  et  ils  frapperont  vivement  les  chimistes  et  les  minéralogistes, 
surtout  ceux  qui  s'occupent  de  la  constitution  intime  de  la  matière  et  des 
récents  progrès  réalisés  dans  nos  connaissances  sur  la  composition  atomique 
des  corps.  » 
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Bcrnoulli, 

çi(.r)  d.x:  ^=  — ^       77j.  =  .v cp ( .r ) c?.r ; 

la  somme  des  erreurs  comprises  entre  x  et  x-\-dx  sera  /z^^, 
c'est-à-dire  5a?(^(a:)  c?x^  la  somme  des  carrés,  des  cubes,  etc., 

de   ces  erreurs  sera   sx^(^[x)dx^  sx^(^[x)dx Si   l'on 

considère  l'intégrale 


/-l-oo 
-  ce 


cette  intégrale  sera  égale  à  la  somme  des  valeurs  de  «^  divisé 
par  5,  c'est-à-dire  à  ^  :  5  ou  à  l'unité.  On  peut  le  prouver 
d'une  autre  manière,  en  observant  que  M©  est  la  somme  des 
probabilités  que  l'erreur  est  comprise  dans  cliacun  des 
intervalles  compris  entre  — co  et  -f- ce  ,  où  la  probabilité 
que  cette  erreur  est  comprise  entre  —  oo  et  -H  oo  ^  or  cette 
probabilité  est  une  certitude  :  sa  valeur  est  donc  l'unité. 
L'intégrale 

/-+-Q0 
.Tr,[.T)dx 
-00 

est  la  somme  des  valeurs  que  peut  prendre  xn^,  divisé  par  5^ 
cette  quantité  est  donc  égale  à  la  moyenne  des  erreurs 
commises  sur  s  observations. 


X4-P0 
x'^(^[x)dx 
■  co 


sera  la  moyenne  des  carrés  des  erreurs,  et  ainsi  de  suite. 
Lorsque  les  erreurs  positives  ont  la  même  facilité  que  les 
erreurs  négatives  de  même  valeur  absolue,  ce  qui  a  ordi- 
nairement lieu,  on  a 

M,  :=o,     M3  =  o,.  ,  .  . 
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Lorsque  le  nombre  des  observations  n'est  pas  inûni,  on 
conserve  aux  intégrales  Mj,  Ma, . . .  les  noms  de  moyenne 
des  erreurs,  moyenne  des  carrés  des  erreurs,  etc. 

Uerreur  moyenne,  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  la 
moyenne  des  erreurs,  est  la  quantité  m  définie  par  l'équa- 
tion 


x 


(f  (x)  x^ dx  =:  ni^      ou      m  rr=  ^M, 


La  précision  des  observations  sera  d'autant  plus  grande, 
évidemment,  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs  sera  plus 

petite  ^  on  peut  donc  prendre  —  pour  la  mesure  de  la  pré- 
cision; —  est  ce  que  l'on,  appelle  poids  des  observations. 

\Jerreur  probable  est  l'erreur  e,  déterminée  par  la  re- 
1  ation 


I      r-^' 

2=J  ^[^)dx', 


c'est,  comme  on  le  voit,  une  quantité  telle  qu'il  y  ait  i  à 
parier  contre  i  que  l'erreur  sera  inférieure  à  cette  quan- 
tité e  en  valeur  absolue  :  en  eifet  l'intégrale  précédente  est 
la  somme  des  probabilités  que  l'erreur  sera  comprise  dans 
l'un  des  intervalles  dx  compris  entre  — £  et  H-  e. 

Recherche  de  la  moyenne  des  erreurs. 

Soit  (^(x)  la  facilité  de  Terreur  x  dans  une  série  de  s  ob- 
servations Oi,  O2,  • . . ,  0„  le  produit 

(l)  r^(x^)dx^f^{x;)dXi..  .if{xs)dx, 

exprimera  la  probabilité  que  l'erreur  commise  sur  Oj  est 


CHAPITRE    IV.    —    SUR    LES    MÉTHODES,    ETC.  l4^ 

comprise  entre  Xi  et  Xi  H-  dxi ,  que  l'erreur  commise  sur  x^ 
est  comprise  entre  Xj  et  x^  -+-  dx^^. ...  Si  dans  ce  produit 
on  fait  varier  Xi,  Xg,...,  x„  de  telle  sorte  que  leur  somme 
fasse  |UL,  la  somme  de  tous  les  résultats  ainsi  obtenus  sera 
la  probabilité  que  la  somme  des  erreurs  commises  sur  O^, 
Oj,.. .,  O,  est  /ui,  ou  diffère  de  [l  d'une  quantité  moindre 
que  dXi^  H-  dx^  H-  .  . .  -f-  dx^.  Si  enfin  on  fait  varier  ^  entre 
a  —  l  et  «-}-/,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  Ton  fait 
varier  Xj,  X2, .  . . ,  x^  de  telle  sorte  que  Ton  ait 

(2)  a  —  /  <;a:, -H  ^,  4-.  .  .-h -Pi-<a  +  ^ 

la  somme  des  produits  tels  que  (i)  sera  la  probabilité  que 
la  somme  des  erreurs  commises  sur  Oi,02, . . . ,  O^  est  com- 
prise entre  a  —  /  et  a  -\-  L  En  désignant  cette  probabilité 
par  P,  on  aura  donc 

( 3 )  P  =fff'  ..rf{a:^)<f{a:,)...dr^  dv^ .  .  . dx„ 

l'intégrale  multiple  étant  prise  de  manière  à  satisfaire  à  la 
condition  (2).  L'intégrale  multiple  (3),  prise  entre  des 
limites  variables,  peut  être  ramenée,  par  une  méthode  em- 
ployée par  Diriclilet  dans  d'autres  circonstances,  à  une 
intégrale  prise  entre  des  limites  constantes;  il  suffit  pour 
cela  de  multiplier  l'élément  placé  sous  le  signe  d'intégration 
par  un  facteur  égal  à  i  quand  Sx  est  compris  entre  «  —  / 
et  a  -+-  /,  et  égal  à  zéro  en  dehors  de  ces  limites. 

Il  est  clair  que  l'on  pourra  alors  intégrer  entre  les  limites 
—  QO  et  -l-co,  les  éléments  ajoutés  étant  nuls.  Le  fac- 
teur en  question  sera  fourni  par  la  formule  de  Fourier 
(p.3i) 


^[f. 


J — 00       J — 00 
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Si  dans  cette  formule  on  fait  i|/  (t)  =  i  ou  o,  selon  que  t  est 
ou  n'est  pas  compris  entre  a  —  Z  et  a  -h  /,  on  a 

-  00       t/a  —  / 

OU,  en  effectuant  la  première  intégration, 

Si  l'on  suppose  t  =z  Xi -\-  x^-{-  -  - . -^  x^^  la  fonction  ^{t) 
sera  précisément  le  facteur  dont  nous  avons  besoin,  et  la 
formule  (3)  pourra  s'écrire 


iCf: 


(})(^,)«p(x,)... 


sin2tt7r/ 
X  a«  a.r,  axj .  .  .  a^,  ; 


on  peut,  sans  inconvénient,  remplacer  2ui:  par  u  en  chan- 
geant de  variable,  et  l'on  a  alors 

'^J—x      J—ao 

Il  est  sous-entendu  que  ^(o:)  est  nul  pour  x  =  oo  ,  les  er- 
reurs infinies  étant  impossibles  :  on  peut  donc  intervertir 
l'ordre  des  intégrations  et  écrire 

(4)  P  =  i    P^T-e-v^  '^du, 

^  J—oo  " 
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T  désignant,  pour  abréger,  l'intégrale 

/-t-oo  

-  zo 

Laplace  et  Poisson  arrivent  au  même  résultat,  mais  par 
une  voie  toute  différente.  Nous  pouvons  maintenant  faire 
diverses  hypothèses  sur  la  nature  de  la  fonction  cp  : 

Supposons  <p(x)  constant  entre  les  limites et  H — ? 

toutes  les  erreurs  sont  alors  aussi  probables  les  unes  que 
les  autres;  ce  cas  se  trouve  réalisé  dans  la  pratique,  lors- 
que Ton  fait  dans  les  Compagnies  financières  une  répar- 
tition de  bénéfices  entre  les  actionnaires,  et  que  cette 
répartition  se  fait  par  nombres  ronds  de  francs.  L'erreur 

est  sur  chaque  résultat  moindre  que  -  franc,  et  toutes  les 


2 

I  I 


erreurs  comprises  entre et  H —  sont  également  pro- 
bables. Dans  ce  cas,  la  formule  (o)  donne 

/»-*-¥        _  /    .     1 

la  constante  h  se  détermine  en  observant  que 

I  fij(x)dx=z  i      ou        I  kdxz=.\^ 

d'où  l'on  tire  /:  =  i . 

La  formule  (4)  devient  alors 


^—  sîn  ul  ^^ 
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en  prenant  a  =  o,  on  aura  la  probabilité  que 

j:,  -h  ^j  +  .  .  .  -h  or, 

reste  inférieur  à  /  en  valeur  absolue  ou 


77  »/_  oo  \  U         /  U 


(6)  P  =  -    /  \  2 /  ^ du. 

On  pourrait,  si  l'on  y  tenait,  obtenir  le  développement 
de  P  en  série  :  il  suffirait,  pour  cela,  de  partager  l'intégrale 
en  plusieurs  autres,  dont  les  limites  différeraient  de  2  7r  et 
que  l'on  évaluerait  en  les  développant  suivant  les  puis- 
sances de  M,  de  2  7r  —  ii^  4^ — w,...^  mais,  dans  les  ap- 
plications, il  est  plus  avantageux  de  se  contenter  d'une 
solution  dont  l'approximation  ne  peut  pas  être  poussée 
aussi  loin  que  l'on  veut,  à  la  vérité,  mais  qui  donne  immé- 
diatement une  idée  de  l'erreur  admissible.  Observons  que 
l'intégrale  (6)  n'a  de  valeur  sensible  que  pour  les  très- 
petites  valeurs  de  u  lorsque  s  est  très-grand  ^  on  a  alors 


I 

2  sin  -  M 
1 


2   /  I  I         «»  \ 


ou,  à  fort  peu  de  chose  près, 


I 

2  sin  -  M 

2 


et,  par  suite,  l'intégrale  (6)  devient 

su*     . 

-—su.- 
e      *  du. 


-'-S 


-+-00  Sl^     .  , 

smu/ 
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On  démontre  dans  les  Cours  d'Analyse  que 

en  intégrant  par  rapport  à  /,  cette  formule  devient 

r+^         ,sin/«    ,  /^     r^  -77 


l      i- 

dl. 


En  faisant  a=.—7-,  on  a 
24 


/  — -«'sin/^    ,  /247r     /      — -  , 


et,  par  suite, 


^=V 

Si  l'on 

pose,  en  général, 

0(7)- 

Vtt  Jo 

la  formule  précédente  de 

vient 

P=: 

»(V!)- 

Posons 

(voir  p.  34) 

et  il  y  aura  mille  à  parier  contre  un  que  l'erreur  totale  sera 
comprise  entre  — /  et  H-/.  Supposons,  par  exemple,  5=600, 
on  pourra  parier  mille  contre  un  que  l'erreur  totale  est  com- 
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prise  entre  —  24  et  -h  24.  En  résumé,  nous  pouvons  énon- 
cer la  règle  suivante  : 

Règle.  —  Pour  faire  la  preuve  d'une  règle  de  société 
ou  d'un  inv>entaire,  ou  plus  généralement  pour  faire  la 
preuve  d'une  addition  dont  on  connaît  le  résultat  exact, 
mais  dans  laquelle  les  parties  à  ajouter  ont  été  remplacées 

par  des  nombres  ronds  ,  formez  le  radical  4  i. ,  ^  dési- 
gnant le  nombre  des  parties,  multipliez-le  par  2,4,  et  il 
y  aura  plus  de  mille  à  parier  contre  un  que,  si  les  par- 
ties sont  convenablement  approchées,  et  si  l'addition  est 
bien  faite,  l'erreur,  c  est-à-dire  la  différence  entre  la 
somme  exacte  et  la  somme  approchée  sera  inférieure  à 

Revenons  au  cas  général  :  l'intégrale  (5)  peut  être  déve- 
loppée en  série,  et  l'on  a 

et,  en  faisant  usage  d'une  notation  employée  plus  haut. 


I  1.2  1.2.3 

Généralement  ^[x)  décroît  rapidement  à  mesure  que 
X  croit,  les  grosses  erreurs  étant  moins  à  craindre  que  les 
petites,  et  les  intégrales  M,,  Mj,  Mj, . . .  deviennent  de  plus 
en  plus  petites  quand  leur  indice  augmente  :  on  aura  donc, 
à  peu  de  chose  près  et  pour  de  petites  valeurs  de  w, 

/ M,tt' 

T=:i-4-M,  ;/v/— I '—, 
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OU,  à  très-peu  près, 

logT  =:  M,  w  i/—  I \ î— ? 

d'où  Ton  conclut 

la  formule  (4),  dans  laquelle  l'intégrale  n'a  de  valeurs  sen- 
sibles que  pour  de  petites  valeurs  de  u  (et  surtout  si  s  est 
très -grand,  le  module  de  T  étant  moindre  que  i  dès  que  li 
est  dilïérent  de  zéro),  devient  alors 

P=-     j  g{sM,~a)uV-s  e  ^  du. 

Supposons  que  l'on  prenne  a  égal  à  ^Mi,  on  aura 
I     r-^"^       ,    sin«Z 

•^  J-co 


du, 


en  désignant  par  a  la  quantité  s  — •  La  valeur  de  P  est 

donc  (p.  34) 

P=:t/—    I    e~'^'dl,     ou     P^T"-    f^e-i'dy, 

formule  où  l'on  a  posé 


v/2j(M2  — Mï) 


On  peut  observer  que  Mj  est  la  moyenne  des  en^eurs 
(de  toutes  les  erreurs  que  l'on  peut  commettre  sur  un 
nombre  infini  d'observations)  :  on  peut  donc  dire  que  la 
moyenne  ^  des  erreurs  commises  sur  s  observations  diffère 
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très -probablement  de  la  moyenne  Mi  d'une  quantité  infé- 
rieure k  -t  l  étant  donné  par  la  formule 


Si  l'on  prend  y  =  2,4,  il  y  aura  mille  à  parier  contre  un 

que  (ui  diffère  de  M|  de  moins  de  -  • 

Il  est  essentiel  d'observer  que  l'analyse  précédente  sup- 
pose les  quantités  Mo,  Mi,  Mg , . . .  rapidement  convergentes 
vers  zéro,  et  c'est  ce  qui  a  lieu  eifectivement  pour  les  erreurs 
d'observations. 


Recherche  de  la  moyenne  des  carrés  des  erreurs. 

Conservons  les  mêmes  notations  que  dans  le  paragraphe 
précédent,  et  proposons-nous  de  trouver  la  probabilité  pour 
que  la  somme  des  carrés  des  erreurs  soit  comprise  entre 
des  limites  données  a  —  /  et  a  H-  /. 

On  verra,  en  suivant  la  même  analyse  que  tout  à  l'heure, 
que  la  probabilité  cherchée  est  donnée  par  la  formule 

mais  cette  fois  les  intégrales  devront  être  prises  de  manière 
à  satisfaire  à  la  relation 

a  _  /  <  or;  -h  o:^  -4-  .  .  .  -4-  .rj  <  a  -h  /. 

Pour  pouvoir  eifectuer  l'intégration,  nous  introduirons 
encore  un  facteur  nul  quand  l'inégalité  précédente  n'est  pas 
satisfaite,  et  égal  à  i  quaud  elle  l'est  :  ce  facteur  est  toujours 
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donné  par  la  formule  de  Fourier,  et  sa  valeur  est 

t  représentant,  pour  abréger,  x\ -{-  x\ -i-  . . . -\-  xl  :  on  a 
donc 


OU  bien 

ou  bien  encore,  en  changeant  2  «tt  en  m. 

Or  on  a 

/»  -H  00  

*/—  00 

r=  I  4-  M2  M  y/—  I  —  M,  —  -^  •  •     > 

OU  à  peu  près 
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par  suite,  la  formule  (i)  devient 


if. 


Si  l'on  prend  a  =  Ma  5,  on  aura,  en  suivant  l'analyse 
développée  au  paragraphe  précédent, 


dy      avec     7  = 


v/2^(M«  — Mj^; 


et  il  est  facile  d'en  conclure  que  très-probablement  la 
moyenne  des  carrés  des  erreurs  d'un  grand  nombre  d'ob- 
servations s'écartera  fort  peu  de  Mg.  Cette  remarque  nous 
sera  utile  un  peu  plus  loin. 

On  voit  sans  peine  comment  on  pourrait  trouver  la  pro- 
babilité que  la  somme  des  cubes  des  erreurs  fut  comprise 
entre  des  limites  données.  Disons,  pour  terminer,  comment 
on  pourrait  trouver  la  probabilité  que  la  somme  des  valeurs 
absolues  des  erreurs  lut  comprise  entre  a  —  /  et  ol-\-  l. 
Il  faudrait  évidemment  évaluer  l'intégrale  multiple 

de  telle  sorte  que  l'on  eût 

a  —  /  <  v/^  -h  v^:r7+  •  •  •  +  V^^  <«  +  ^ 

et  la  question  ainsi  présentée  se  traitera  comme  les  précé- 
dentes . 

Sur  la  moyenne  d'un  grand  nombre  d'observations. 

Conservons  encore  les  notations  des  paragraphes  qui  pré- 
cèdent. Nous  avons  vu  (p.  44)  qi^e  la  probabilité  que  la 
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somme  des  erreurs  commises  sur  s  observations  est  com- 
prise entre  ^Mi  —  l  et  sMi  -4-  /  était  donnée  par  la  formule 


p-4     '     1 

Lv/2^(M,  —  m;)J 


c'est  la  probabilité  que  la  moyenne  des  erreurs  est  comprise 
entre   Mj et  Mi  H Si   nous    posons   -=:1.    nous 

C  C  ••  l-  ' 


aurons 


r  '^'^  1 

Lv/2{m,-m;)J 


et  P  représentera  la  probabilité  que  la  moyenne  des  s  er- 
reurs est  comprise  entre  Mi  —  X  et  Mj  H-  X.  Or,  en  appe- 
lant Wi,  77?2,...,  /Wj  les  mesures  données  par  l'observation 
de  la  quantité  co  que  l'on  cherche,  on  a 

d'où  l'on  conclut,  en  ajoutant  et  divisant  par  5, 

moy.j?zrrw  —  moy.m. 

Ainsi  la  différence  entre  w  et  la  moyenne  des  observations 
est  la  moyenne  des  erreurs  -,  on  peut  donc  dire  que  : 

Théouème.  —  Lorsque  Von  cherclie  à  mesurer  une  quan- 
tité w ,  la  différence  entre  cette  quantité  et  la  moyenne 
des  observations  est  une  quantité  qui  a  la  probabilité 


Lv^2(m,-m;)J 


de  se  trouver  comprise  entre  Mj  — X  et  M,  -h  X. 

Lorsque  les  erreurs  systématiques  ont  été  éliminées,  les 
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erreurs  par  excès  et  les  erreurs  par  défaut  deviennent  aussi 
probables  les  unes  que  les  autres  ^  alors  on  a 


^•=r 


et  l'on  a  la  probabilité 
P 


X(f{x)  dx  r=:  O, 


que  0)  diffère  de  la  moyenne  des  observations  d'une  quan- 
tité inférieure  à  \.  Si  l'on  se  donne  P  très-voisin  de  l'unité, 
on  voit  que  le  produit  \  \Js  devra  conserver  une  valeur  con- 
stante liée  à  la  valeur  donnée  de  P,  et,  par  suite,  si  s  est 
très-grand,  A  pourra  être  très-petit,  ce  qui  tendrait  à  prou- 
ver que  la  moyenne  d'un  très-grand  nombre  d'observations 
approche  constamment  du  résultat  exact  et  avec  une  rapi- 
dité dont  la  mesure  est  la  racine  carrée  du  nombre  des 
observations.  Cette  conclusion,  il  ne  faut  pas  l'oublier,  ne 
s'applique  qu'au  cas  où  les  erreurs  systématiques  sont  éli- 
minées. 

Pour  calculer  P,  il  faut,  comme  on  le  voit,  connaître  Mj, 
et  il  semble  que  la  connaissance  de  la  fonction  ç  soit  indis- 
pensable^ toutefois,  si  l'on  se  rappelle  que  la  moyenne  des 
carrés  des  erreurs  s'écarte  fort  peu  de  Ma  [voir  p.  i52),  on 
pourra,  pour  le  calcul  de  P,  remplacer  Mj  par  la  moyenne 
des  carrés  des  erreurs  calculées  a  postei'ioji,  c'est-à-dire 
que,  m^  désignant  la  mesure  fournie  par  l'observation  O,, 

on  prendra  pour  valeur  de  M,  la  quantité  =-  co,  qui  en 

diffère  très-peu  ^  l'erreur  commise  sur  l'observation  O,-  sera 
sensiblement  égale  à  co  —  m,,  et  par  suite  la  valeur  appro- 
chée de  M,  sera  — —  • 
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Sur  la  détermination  de  la  fonction  f. 

Supposons  que  Ton  ait  éliminé  avec  soin  les  erreurs  sys- 
tématiques j  nous  avons  vu  que  la  probabilité  que  la  valeur 

exacte  w  diffère  de  la  moyenne  — ' '-^-^ '-  =  ^  des 

observations  d'une  quantité  inférieure  à  1  était 

Cette  quantité  peut  être  prise  aussi  voisine  de  l'unité  que 
l'on  veut  en  prenant  s  assez  grand;  il  en  résulte  que,  quand 
s  est  très -grand,  la  valeur  la  plus  probable  de  w  est  |ui; 
mais  ceci  n'est  vrai  :  i°  que  si  s  est  très-grand;  2°  que  si 
les  erreurs  systématiques  ont  été  éliminées,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  que  si  Mj  =  o. 

Gauss  a  démontré,  dans  la  Theoria  motus  corporum 
cœlestium,  que  si  l'on  admettait  a  priori  que  la  moyenne  ^i 
était  la  valeur  la  plus  probable  de  w,  la  fonction  ç  était 
déterminée  à  une  constante  près.  Voici  l'analyse  de  Gauss 
un  peu  simplifiée  ; 

La  probabilité  du  concours  des  erreurs  x^=z(ù — -ttzi, 
:r2  =  w  —  7^2, ... ,  ^^  =  w  —  m^  dans  le  courant  de  s  obser- 
vations est 

OU,  si  l'on  veut, 

^(w  —  mi)({i(w  —  m-i).  .  .dxi.  .  .dxs. 

En  vertu  du  théorème  de  Bayes,  si  l'on  considère  w 
comme  la  cause  des  erreurs  Xi,  Xg, .  •  • ,  la  probabilité  de 
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cette  cause,  quand  on  aura  observé  mj,  nii^ . . . ,  sera 

. .  .  cp  (  .r ,  )  cp  ''  JTa  )  •  .  •  d^\  d-n .  .  .  d-Tj 


fil 


Le  dénominateur  est  le  produit  de  s  facteurs  égaux  à  l'unité 
et,  par  conséquent,  la  probabilité  de  la  valeur  w  de  la  quan- 
tité à  mesurer  est 

cpfa:,).  .  .cp(x,)c?x, .  .  .dx^, 

ou,  pour  parler  plus  correctement,  l'expression  précédente 
est  la  probabilité  que  la  quantité  à  mesurer  est  comprise 
entre  co  et  w  -h  dcti.  La  valeur  la  plus  probable  de  w  est 
celle  qui  rendra 

ç(x,).  .  .cp(.r,)     ou     cp''w  —  m,)^(w — m2)...cp(w — m,) 

maximum,  c'est-à-dire  qui  annulera  la  dérivée  de  cette 
quantité,  ou 

«p'fw  —  m.)        cp'fw  —  nij) 


«p(w  —  m,)  ^(û)  —  /Wa) 


+  .  . 


Nous  connaissons  cette  valeur,  qui  est,  par  hypothèse,  la 
moyenne  /ui;  on  a  donc  une  propriété  de  la  fonction  cp,  qui 
est  donnée  par  la  relation 

V^  <p'(u.  —  m,)  _ 

qui  doit  avoir  lieu  identiquement,  c*est-à-dire  quels  que 
soient  rrii^  711^^ Si  l'on  pose 

on  a 

2F(p  —  nii)  :==o. 
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En  diiférentiant,  par  rapport  à  mj,  ma,. . .,  m,,  on  trouve 


du.  du.  I  , 

mais ,  comme  -~  =  -—  =...=  -')  on  en  conclut  que 
anti        dm-i  s  ^ 

f       F'(fx-m.)==r(p-mO..., 

c'est-à-dire  que  la  fonction  F'  (^)  conserve  la  même  valeur, 
quel  que  soit  x  :  on  peut  donc  poser 

et,  par  suite, 

h  et  7i' désignant  deux  constantes.  Remplaçant  F(x)  par 


sa  valeur,  on  a 


^'^"U2;^^-^;^^ 


cp(^) 

et,  par  suite,  en  intégrant, 

d'où  l'on  tire 

Si  l'on  fait  a:  d=  oo  ,  <?(^)  doit  s'annuler,  ce  qui  exige  : 
1°  que  h  soit  négatif;  2^  que  h'  soit  nul.  En  remplaçant 
alors  h  par  —  h^  et  h"  par  logA,  on  aura 

On  peut  encore  déterminer  k  en  observant  que  l'intégrale 
de  (si{x)dx  est  égale  à  i,  entre  les  limites  — oo  et  -f- oo  : 


i6o 
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on  a  donc 

/»  -1-00 
J 00 

ke-l^'-'  = 

I, 

ce  qui  peut 

s'écrire 

donc  enfin 

h     ^'» 

d'où     h  = 

h 

?(^)  = 

La  constante  h  ne  peut  pas  être  déterminée  et,  en  eflfet, 
c'est  d'elle  que  dépendra  la  précision  des  observations. 
Si  l'on  calcule  l'erreur  moyenne  y^M^,  on  trouve 


M,=  f         —e-i^'-'dx^ 


•00  VÎT 

on  a  donc 

I 


hz= 


'2  M, 


C'est  en  partant  de  cette  hypothèse  sur  la  forme  de  la 
fonction  ^,  hypothèse  gratuite  (car  a  priori  on  pourrait 
choisir  comme  résultat  le  plus  probable  la  moyenne  géo- 
métrique avec  autant  de  raison  que  la  moyenne  arithmé- 
tique )  que  Gauss  est  parvenu  à  justifier  pour  la  première  fois 
(1809,  Theoria  motus,  etc.)  la  célèbre  méthode  des  moindres 
carrés,  imaginée  en  1 8o5  par  Legendre  et  que  nous  allons 
exposer  tout  à  l'heure. 

Méthode  des  moindres  carrés. 

Dans  un  grand  nombre  de  questions  de  Physique  ou  d'As- 
tronomie, on  est  conduit  à  déterminer  certaines  quantités 
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à  l'aide  d'équations  dont  les  coefficients  sont  donnés  par 
l'expérience.  Au  lieu  de  faire  le  nombre  d'expériences  stric- 
tement nécessaire  à  la  détermination  des  inconnues,  en 
d'autres  termes,  au  lieu  de  faire  un  nombre  d'expériences 
égal  au  nombre  des  inconnues,  afin  d'avoir  autant  d'équa- 
tions à  résoudre  que  d'inconnues  à  déterminer,  on  multi- 
plie en  général  le  nombre  des  expériences  autant  que  pos- 
sible. On  a  alors  des  équations  en  nombre  bien  supérieur  à 
celui  des  inconnues,  mais  qui  ne  sont  pas  rigoureusement 
compatibles,  puisque  les  mesures  ne  comportent  pas  une 
précision  absolue^  et,  de  la  discussion  de  ces  équations,  on 
conçoit  qu'il  puisse  résulter  plus  d'exactitude  que  si  l'on 
prenait  seulement  celles  qui  sont  rigoureusement  suffisantes 
à  la  détermination  des  inconnues.  Nous  allons  maintenant 
montrer  comment  on  peut  obtenir  cet  accroissement  de 
précision,  en  supposant  d'abord  que  l'on  ait  affaire  à  des 
équations  du  premier  degré. 

Supposons  donc  qu'il  s'agissede  déterminer  «inconnues  x, 
y^  2:,. . .,  au  moyen  d'équations  approximatives  de  la  forme 

I  ai  X  -h  bi  r  -\-  Ci  z  -\-  .  .  .=z  A,j 

\  ajX -\-  b,  y -i' Ci  z  ■+-...  = /r^, 

I > 

\  a^a:  -i-  bsf  -t-  CsZ  -h .  .  .z=2  /,;. 

Ces  équations,  fournies  par  l'expérience,  sont  en  plus  grand 
nombre  que  les  inconnues,  et,  si  les  observations  qui  les  ont 
fournies  étaient  faites  avec  toute  la  perfection  voulue,  elles 
seraient  compatibles  ^  en  réalité,  elles  ne  le  sont  pas  et  il 
s'agit  alors  d'en  déduire  les  valeurs  les  plus  probables  des 
inconnues. 

Pour  calculer  x,  nous  multiplierons  chacune  de  ces  équa- 
tions par  un  facteur  particulier  et  nous  ferons  en  sorte 

II 
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qu'en  les  ajoutant  le  coefficient  de  x  soit  i  et  celui  des 
autres  inconnues  zéro.  Nous  trouverons  alors,  en  désignant 
par  ^1,  ^2v  *  -5  ^j  l^s  facteurs  en  question, 

(2)  JCz=:l\/,; 

formule  à  laquelle  nous  devrons  joindre  les  suivantes  : 

(3)  2a\  =  if     2è>=:o,     Ici  =z  o, .  .  . . 

Désignons  par  £1,  £2,  £3,. . .  les  erreurs  qui  affectent  les 
quantités  /tj,  /fg,. . .,  et  par  J,  y;,  Ç, . . .  les  erreurs  qui  af- 
fectent les  inconnues  x,  j  ,  ^, . .  .  données  par  la  formule  (2) 
et  ses  analogues*,  en  sorte  que,  si  l'on  mettait  pour  x,  7  , 
z, . . .  leurs  valeurs  exactes  :r  -{-  J,  j^  -f-  r, . . .  dans  (i),  les 
seconds  membres  devraient  être  remplacés  par  Ai  H-  £1, 
^2  4-  £2v  •  ?  ^s-h  ^s'-,  on  aura  évidemment,  de  la  même  fa- 
çon qu'on  a  obtenu  la  formule  (2), 

de  cette  formule  et  de  la  formule  (2)  on  tire 

(4)  *  l  =  lle. 

Cherchons  la  probabilité  que  l'erreur  J  sera  comprise 
entre  des  limites  données  a  —  /et  ol  -\-  l.  Soient  ^1  (£1)  la 
facilité  de  l'erreur  £1,  (^^  (£2)  la  facilité  de  l'erreur  £j,  etc., 
la  probabilité  du  concours  de  ces  erreurs  sera 

(j),  (£,)cp,(s,).  .  .  (}),  (s,)r/£,r/e2.  .  .  chs. 

Si  l'on  fait  la  somme  des  valeurs  de  cette  expression  pour 
toutes  les  valeurs  de  £  satisfaisant  à  la  relation 

(5)  a-/<I)>e<a4-/, 

on  obtiendra  la  probabilité  cherchée  P  (  pour  plus  de  dé- 
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tails,  a)oir  le  raisonnement  fait  à  la  page  144)5  cette  proba- 
bilité est  alors  représentée  par  l'intégrale 

(6)  ,  P  =:^.  .  .   cp,  (g,)û^S,(p2(s2)c?S2.  .  ., 

étendue  aux  valeurs  de  x  satisfaisant  à  la  relation  (5).  Si 
l'on  observe  que 


if" 


zi(2Xe-a)v/-i    sin  «/ 

e  du 


est  nul  quand  les  formules  (5)  n'ont  pas  lieu,  et  est  égal 
à  I  quand  elles  ont  lieu,  on  pourra  écrire  la  formule  (6) 
ainsi  : 

OU  bien  encore 
Posons  maintenant 

1/  —  00  t/ GO 

nous  pourrons  écrire 

/>  4-00  />  -H  00 

t/  —  00  «/ 00 

g' «2  \ 

i+>,gwv/— 1— Xf ...  j 


2 

II. 
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mais,  si  l'on  observe  que  Mi'^  est  égal  à  l'unité  (p.  i43),  on 
pourra  encore  écrire 

/H- 00 

X  désignant  le  logarithme  de 

I  -4-  \iuM\'^  sj^^i  -  - 1^  «'M^^ ...  ; 

2 

d'où  l'on  conclut 

or  =.  \  uM^p  V^^  -  If  «^  [^  M(,')  -  '-  ( M(/) )']+...; 

et,  par  suite,  (7)  pourra  s'écrire,  en  négligeant  les  termes 
du  troisième  ordre, 


00 


Posons  alors 

(8)  a  =z  2XM. 

et  nous  aurons 

La  valeur  de  cette  intégrale  est  {voii'  p.  34) 


lormule  où  l'on  a  posé,  pour  abréger 


(.0) 


v/22{M,— MÎ)X> 


t 
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Or  M'  et  Ms  sont  très-petits  et  /  n'a  pas  besoin  d'être  très- 
grand  pour  que  }/  acquière  des  valeurs  voisines  de  2,  4  ou  3  ^ 
on  voit  alors  que  P  sera  très-voisin  de  l'unité  et  il  y  aura 
une  très-grande  probabilité  que  ^  différera  peu  de  SXMi, 
qui  sera  sa  valeur  la  plus  probable  ^  si  l'on  a  éliminé  avec 
soin  les  erreurs  systématiques,  Mj  sera  nul  et  P  sera  maxi- 
mum, quand  y  sera  le  plus  grand  possible^  or  y  dans  ce 

cas  est  égal  a  —====^  et,  pour  un  même  écart  /,  y  sera 

y/2  2  M2  ).^ 

d'autant  plus  grand,  P  sera  d'autant  plus  voisin  de  l'unité 
que  2 Ma  X^  sera  plus  petit. 

Tous  les  efforts  du  calculateur  devront  alors  tendre  à 
choisir  pour  Xj,  ).2?  •  •  •  un  système  de  valeurs  telles  que 
2 Ma  X^  soit  un  minimum. 

Avant  d'aller  plus  loin,  discutons  les  résultats  auxquels 
nous  venons  de  parvenir.  Nous  avons  beaucoup  abrégé  le 
raisonnement  qui  précède,  à  cause  de  sa  ressemblance  en 
tous  points  avec  celui  de  la  page  144?  mais  nous  croyons 
devoir  insister  sur  ce  que,  si  nous  avons  négligé  les  termes 
contenant  les  M3,  M4, . . . ,  c'est  non-seulement  à  cause  de 
la  petitesse  de  ces  quantités,  mais,  surtout  encore,  parce 
que,  dans  la  formule  (7),  l'intégrale,  prise  par  rapport  à  m, 
n'avait  de  valeur  sensible  que  pour  de  petites  valeurs  de  m, 
à  cause  du  grand  nombre  de  facteurs  placés  sous  le  signe  H, 
qui  sont  tous  moindres  que  l'unité,  quand  u  est  différent  de 
zéro,  ce  dont  on  s'assure  en  remarquant  que  déjà 


/_ 


cp  (  s  )  û?g 


Du  reste,  il  est  important  d'observer  que,  si  l'on  avait  posé 


H[i,)=-^e-f^V\,      <p,(s.)  =  -^^->'M, 
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c'est-à-dire  si  l'on  avait  supposé  la  loi  de  facilité  des  erreurs 
donnée  parla  formule  deGauss,  on  aurait  eu  au  lieu  de  (7) 

P=  ^  f^"'ll(f'^^±e-"'''*''"^-'.u\e-"^~'  !!^'  du, 

c*est-à-dire  exactement 

/»  -4-  00  ^-^  "*  '      1 

"^   J 00  " 

et,  en  prenant  a  =  o, 

il 


P^-    1  e-"'^ï^^'rf„. 


La  valeur  de  cette  intégrale  a  déjà  été  trouvée  plusieurs  fois 
et  l'on  a 

si  Ton  se  rappelle  que  li^  est  égal  à  — ->  on  est,  comme 

tout  à  l'heure,  conduit  à  rendre  minimum  la  quantité  EX'Mj 
et  ce  résultat,  qui  n'était  qu'approché,  devient  rigoureux 
dans  l'hypothèse  de  Gauss  sur  la  forme  de  la  fonction  (p. 
En  résumé,  la  question  est  ramenée  à  calculer  Xj,  Xj,. . . 

de  telle  sorte  que  \  —  soit  minimum  et  de  telle  sorte  aussi 

que  les  formules  (  3  ) 

(3)  2aX  =  I,       2^Xr=:0,      2cXr=0,... 
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soient  satisfaites  ;  puis  on  en  conclura 

(2)  Xz=z^k\, 

avec  une  probabilité  que  l'erreur  sera  moindre  que  Z,  don- 
née par  la  formule  (n). 

Pour  résoudre  la  question,  il  suffit  de  différentier  \  — 

et  d'égaler  le  résultat  à  zéro,  ce  qui  donne 

-i  ^,  -f-  -|  ^2  H-  .  .  .  -f-  -4  «a,  =  o. 

On  a  aussi,  en  différentiant  les  formules  (3), 

«1  dk^  -{-  a-i,  dlj  -4-  .  .  .  -f-  «j  dks  =  O, 
^1  <fX,  -f-  ^j  «fXj  -I-  .  .  .  -f-  bs  dis  =  o, 


Employant  alors  la  méthode  des  multiplicateurs,  on  est  con- 
duit à  poser 

(a)  {    >j 

j^  =  Aai-hBbj-h  CcaH-.  .  ., 


L'élimination  de  A,  B,. . .  entre  ces  équations  déterminera 
une  série  de  relations  qui,  jointes  aux  équations  (3),  feront 
connaître  les  valeurs  de  1.  Pour  faire  l'élimination,  multi- 
plions la  première  des  équations  (a)  par  h]  a^,  la  seconde  par 
7^2  «2?  etc.^  ajoutons,  en  ayant  égard  à  2aX  =  i.  Cela  fait, 
multiplions  encore  la  première  des  équations  (a)  par  /ij^i, 
la  seconde   par  hlb^^  etc.^    ajoutons,   en   ayant  égard  à 
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2^^=o,  etc.,  nous  aurons  les  formules 

o=klh'ab  H-B2A'^y'  H-.  . 
o=rA2^'«c  H-B2/^'èc  -h.  . 


d'où  nous  tirons  pour  A,  B,. . .  des  expressions  de  la  forme 

A  A  A 

où  A  représente  le  déterminant  des  coefficients  de  A,  B, 
C,. . .  et  A^  le  déterminant  mineur  de  A,  que  l'on  obtient 
en  ôtant  la  première  ligne  et  la  première  colonne,  etc.  Les 
formules  (a)  font  alors  connaître  X^,  ^^v  •  •?  mais,  si  l'on 
forme  la  quantité  SX  A,  qui  est  égale  à  x^  en  vertu  de  l'équa- 
tion (  2  ) ,  on  trouve 

a:  =z  klh^ak  ■+  BllP  bk  -\-  Clh'ck  H-  .  .  . 
et,  en  remplaçant  A,  B,  C,. . .  par  leurs  valeurs  (12), 

A  ' 

Or  il  est  important  d'observer  que  la  valeur  de  x  ainsi 
obtenue,  que  les  valeurs  de  y,  z,.  . .  obtenues  d'une  façon 
analogue,  sont  les  solutions  des  équations 


('3 


a^lk'ab-hjlh^b'   -h  zlh^cb  A- .  .  .  =  Ih' bA, 


Gauss  parvient  à  ces  mômes  formules  d'une  autre  ma- 
nière, en  observant  que  la  probabilité  du  concours  des  er- 
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reurs  Sj,  Sav  •  -5  ^s  est 

et  que  le  système  d'erreurs  le  plus  probable  correspond  au 
maximum  de  cette  expression,  c'est-à-dire  au  minimum  de 
2/i^e^.  Il  est  facile  de  prouver  que  les  valeurs  de  x^  j^ 
^, . . . ,  qui  rendent  Se^/i^  minimum,  satisfont  aux  for- 
mules (i3).  En  effet,  on  a 

[   «j  a:  -i-  è|  j  -f-  c,  z  ~f- .  .  .  —  ^1  =  £,, 
(i4)  {   «2  X  H-  bij  -f-  Cj  z  4-  .  .  .  —  X-2  =  Sî» 


et,  par  suite. 

Pour  trouver  le  minimum  de  cette  expression,  il  suffit  d'éga- 
ler à  zéro  ses  dérivées  partielles,  par  rapport  à  a:,  j> ,  ^,.  • ., 
ce  qui  donne 

Si  l'on  ordonne  ces  équations,  par  rapport  à  a:,  y^  -v-? 
on  retombe  sur  les  formules  (i3).  Lorsque  les  observations 
comportent  la  même  précision,  ce  que  l'on  suppose  ordi- 
nairement, la  méthode  revient,  comme  on  voit,  à  rendre 
2e'  minimum  \  de  là  le  nom  de  Méthode  des  moindres 
causés  donné  au  procédé  que  nous  venons  d'indiquer. 

En  résumé,  la  méthode  des  moindres  carrés  suppose  le 
nombre  des  équations  à  résoudre  très-grand  \  elle  n'est  ri- 
goureuse qu'à  cette  condition.  Il  est  important,  en  effet,  de 
remarquer  que  la  forme  assignée  par  Gauss  à  la  fonction  (p 
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repose  sur  cette  hypothèse,  que  la  moyenne  arithmétique 
d'un  système  de  valeurs  approchées  d'une  quantité  est  la 
valeur  la  plus  probable  de  cette  quantité  (p.  i54)^  or  il 
serait  tout  aussi  naturel  d'admettre  que  la  moyenne  géomé- 
trique, que  la  moyenne  harmonique,  etc.,  représentent  la 
valeur  la  plus  probable  de  la  quantité  cherchée,  et  à  chacune 
de  ces  hypothèses  correspondrait  une  forme  dillérente  de  «p. 
Pour  appliquer  la  méthode  des  moindres  carrés,  et  sur- 
tout pour  pouvoir  calculer  la  probabilité  P  que  l'erreur  ^ 
de  X  ne  dépasse  pas  /,  il  faudrait  connaître  les  quantités  Mj 
ou  h  ^  or  les  rapports  de  ces  quantités  à  l'une  quelconque 
d'entre  elles  sont  connus.  En  efï'et,  s'il  n'y  a  aucune  raison 
d'attacher  plus  d'importance  à  une  observation  qu'à  une 
autre,  on  est  bien  obligé  de  supposer  les  fonctions  ^i,  Oj, . . . 
identiques,  et,  par  suite, 

M^2')  =  M(/)...      ou     ^;=rAj.... 

Si,  au  contraire,  il  y  a  quelque  raison  plausible  pour  atta- 
cher des  poids  inégaux  aux  diverses  observations  Âj,  Â2, . . . , 
on  connaîtra  généralement  la  mesure  de  la  précision  rela- 
tive de  ces  observations.  Par  exemple,  A^i,  A'j, . . .  pourront 
être  des  angles  mesurés  respectivement  par  p,,  /7g, . . .  répé- 
titions, et  les  quantités  M^*^,  M^^^^?  •  •  •  pourront  être  gros- 
sièrement calculées  en  s'appuyant  sur  les  résultats  donnés 
(p.  i52  et  suiv.)  ^  dans  d'autres  circonstances,  il  sera  plus 
difficile  de  déterminer  les  rapports  M^'^  :  M^'^  . . ,  et,  en 
l'absence  de  toute  règle,  c'est  par  le  sentiment  qu'on  devra 
se  laisser  guider  pour  fixer  les  valeurs  de  ces  rapports. 

Quoi  qu'il  en  soit,  supposons  les  rapports  M^'^  :  M.['\  . . 
ou  AJ  llil-..  connus  et  désignons-les  par  0,  :  Ôj. . . ,  les  for- 
mules (i3)  deviendront 

xl9a^-hxl0ab  -4-.  .  .z=lQk, 
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et  permettront  de  calculer  la  valeur  la  plus  probable  de  x 
ou  DAMi.  Supposons  que  l'on  connaisse  les  valeurs  les  plus 
probables  de  y^  de  z^. .  .-^  désignons  par  x'^r\  z\. . ,  ces 
valeurs  les  plus  probables,  la  différence  entre 

ai  x'  4-  hij'  +  Cj  z' . ,  .      et      ki 

sera  à  peu  près  égale  à  e,.  Or  il  est  facile  de  prouver,  par 
une  analyse  toute  semblable  à  celle  qui  précède,  que  XX^M^ 
est  très-probablement  fort  peu  différent  de  HX^s*  ^  les  quan- 
tités X  sont  connues,  les  s  peuvent  être  calculés  approxima- 
tivement, comme  nous  venons  de  le  dire,  et,  par  suite,  la 
probabilité  P  donnée  par  la  formule  (ii)  pourra  être  cal- 
culée avec  une  exactitude  très-suffisante. 

Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  quelques  remarques 
importantes  : 

i*'  Si  l'on  applique  la  méthode  des  moindres  carrés  à  des 
équations  à  une  seule  inconnue,  dans  le  cas  où  la  précision 
de  chaque  observation  reste  la  même,  il  est  facile  de  voir 
qu'elle  conduit  à  prendre  pour  valeur  de  l'inconnue  la 
moyenne  des  observations.  En  effet,  les  équations 

•3?  "  I  î  "^  "2  5  •   •  •  î  "^  A'^ 

donnent  l'équation  unique 

2.r  =  2  X-      ou      .xz=i  • 

s 

2°  M.  Yvon  Villarceau  a  déjà  fait  remarquer  que  des  mé- 
thodes en  apparence  très-différentes  de  celle  des  moindres 
carrés  pouvaient  conduire  à  des  résultats  peu  différents 
de  ceux  que  l'on  obtiendrait  en  suivant  cette  voie.  Si  les 
nouvelles  méthodes  paraissent  très  -  expéditives ,  on  peut 
les  appliquer,  et  la  théorie  exposée  ci -dessus  permettra 
de  calculer  la  probabilité  des  résultats  que  l'on  trouve.  En 
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effet,  les  multiplicateurs  X  ne  sont  soumis  à  aucune  hypo- 
thèse particulière  dans  le  calcul  de  P,  et  toute  méthode 
d'élimination  revient  au  fond,  comme  on  le  sait,  à  la  mé- 
thode des  multiplicateurs. 

Généralisation  de  la  méthode  des  moindres  carrés. 

Lorsque  les  équations  que  l'on  a  à  résoudre  n'ont  pas  la 
forme  linéaire,  on  peut  encore  leur  appliquer  la  méthode 
des  moindres  carrés  et  voici  comment.  Soient 

les  équations  à, résoudre,  on  commencera  par  calculer,  à 
l'aide  de  7i  de  ces  équations,  les  Ji  inconnues  x^j^^  ^v  ••? 
les  valeurs  trouvées  a,  (3,  7,...  seront  des  valeurs  appro- 
chées de  o",  J  ,  ^v  •  •  ?  ^^  posant  alors 

.r  rrz  a  4-  S.r,       j  z=  p  -f-  ^J,       Z  —  y  -}-  §z,  .  .  . , 

les  formules  (i)  deviendront 


^'-^  à^  *"  + 5F  ^-^'-^^  ••==•'■ 


et  l'on  pourra  négliger  les  termes  du  deuxième  ordre  en  dx^ 
^Ji'  ...  Ces  équations  sont  alors  du  premier  degré  et  on 
peut  leur  appliquer  la  méthode  des  moindres  carrés  \  cette 
méthode  conduit  alors  à  évaluer  de  très-petites  valeurs,  qui 
devront  être  considérées  comme  des  termes  de  correction. 
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Remarques  de  M.  Bienaymé. 

Il  y  a  quelques  années,  M.  Bienaymé  attira  l'attention 
des  géomètres  sur  ce  point  important,  que  la  méthode  des 
moindres  carrés,  telle  qu'elle  se  trouvait  exposée  dans  les 
Ouvrages  classiques,  était  loin  de  fournir  les  valeurs  les  plus 
probables  des  inconnues  avec  toute  la  précision  qu'on  lui 
avait  attribuée  tout  d'abord.  Et,  en  effet,  on  avait  autrefois 
l'habitude  de  calculer  séparément  la  probabilité  de  la  valeur 
de  chaque  inconnue,  comme  si  elle  eût  été  indépendante 
des  autres-,  on  était  loin  d'obtenir  ainsi  la  probabilité  du 
système  adopté  pour  l'ensemble  des  inconnues. 

Si  l'on  désigne  par  p  la  probabilité  que  l'inconnue  x  sera 
comprise  entre  a  —  /  et  «-!-/,  par  q  la  probabilité  que 
l'inconnue  y  sera  comprise  entre  (3  —  m  et  |3  -i-  m, . . . ,  on 
voit  que  la  probabilité  du  concours  de  ces  circonstances  sera 
à  peu  près  pq . . . .  Je  dis  à  peu  près ,  parce  que  ces  cir- 
constances ne  sont  pas  ^  tout  à  fait  indépendantes  les  unes 
des  autres,  et  il  convient  de  donner  à  cet  égard  une  analyse 
rigoureuse  \  on  voit  cependant,  par  le  raisonnement  qui 
précède,  que  la  probabilité  du  système  des  valeurs  admis 
pour  x^  j^. . .  sera  moindre  que  la  probabilité  de  la  valeur 
attribuée  à  chaque  inconnue.  Toutefois  il  est  bon  d'obser- 
ver que  les  méthodes  exposées  plus  haut  sont  suffisantes, 
tant  que  l'on  ne  désire  pas  calculer  toutes  les  inconnues, 
mais  seulement  une  seule  d'entre  elles.  Enfin  il  faut  rap- 
peler que  Laplace,  en  justifiant  pour  la  première  fois  la 
méthode  des  moindres  carrés,  sans  faire  d'hypothèse  sur  la 
iorme  de  la  fonction  (p,  ne  s'est  pas  rendu  coupable  des 
fautes  que  M.  Bienaymé  reproche  aux  géomètres  plus  mo- 
dernes. Nous  ne  pouvons  pas  ici  reproduire  complètement 
l'analyse  donnée   par  M.  Bienaymé,  dans  le  Journal  de 
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M.  Liouville,  t.  XVII  ^  mais,  profitant  de  ces  remarques, 
nous  donnerons  une  solution  approchée  de  la  question  en 
suivant  une  autre  méthode. 

Supposons  que  les  équations  à  résoudre  soient,  comme 
plus  haut, 


(•) 


«t  ^  -4-  &,/  -h  C,  Z  .  .  .  =:  /•,, 

«j  X  -A-  b^y  H-  Cj  z  .  .  .  =  Aj, 
•) 

a^x  -{-  btj  -\-  CsZ  .  .  .^=:  ks. 


Nous  supposerons  que  le  nombre  des  inconnues  x,  j)^,  z,... 
soit  r.  Pour  résoudre  le  système  (i),  on  fait,  comme  on  le 
sait,  usage  de  la  méthode  des  multiplicateurs,  et  l'on  pose 


(2) 


^a\r=l,       2.b\zz=.0,       2cX=0, 
^aixz=:0,        2èfX==:l,        2cp=:0, 

y.av=zo,      2^v=o,      2cv  =  I  , 


le  signe  S  s'étendant  aux  valeurs  des  indices  i,  2,  3, .  . . ,  5 
des  a,  b^  c^. . .  et  des  A,  |!ji,  v, . . .  ^  on  choisit  ensuite 

(3)  x-=i^\ky     y:z=i^^k,      zzrzz'Zvk,  .  .  .  . 

Les  formules  (2)  ne  suffisant  pas  à  la  détermination  des 
X,  lui,  V, . . . ,  puisqu'elles  ne  sont  qu'au  nombre  de  /',  on 
achève  de  déterminer  ces  quantités  en  leur  imposant  la 
condition  de  donner  au  système  x,  j^,  z, . . .  un  maximum 
de  probabilité. 

Pour  y  parvenir,  appelons  Si,  £$,...,  e,  les  erreurs  des 
observations  Aj ,  /fa, . . . ,  /,  et  ^,73,  ^, . . .  les  erreurs  qui  en 
résultent  pour  x,  /,  z^...^  les  valeurs  exactes  xH-^, 
7  +  yî,...  devant  satisfaire  aux  formules  (i)  quand  on  y 


CHAPITRE    IV.    —    SUR    LES    MÉTHODES,    ETC.  I75 

remplace  k  par  A -h  £,  on  a 

X  -f-  Ç  =  2 >  A  H-  2 ).5,     j  +  -/î  =  2  f/  Â-  -h  2  f/s , . . .  ; 
de  ces  formules  et  des  formules  (3)  on  lire 

(4)  l  =  lle,       -.=2ps,       ^  =  1: 


-ys,  .  .  .  . 


Soit  maintenant  ^j  (e,)  la  facilité  de  l'erreur  e,  commise 
sur  l'observation  A,  et,  pour  plus  de  généralité,  supposons 
les  facilités  des  erreurs  différentes  dans  les  diverses  obser- 
vations :  l'observation  hy  sera,  par  exemple,  un  angle  me- 
suré par  /?!  répétitions,  k^  sera  un  angle  mesuré  par  p^  répé- 
titions, et  ainsi  de  suite  ^ 

(5)  Cp,  (S,)rf£,    <p2  (5-2)^/22  .  .  '^s{^s)dls 

sera  la  probabilité  du  concours  des  erreurs  ej,  £25  •  •  •  sur 
Al,  A2, .  • . ,  ou  d'erreurs  différant  de  celles-là  de  quantités 
inférieures  à  dz^^  (^£2,...,  ds,.  En  intégrant  ce  produit  de 
telle  sorte  que  l'on  ait 


on  aura  la  probailité  que  les  erreurs  des  inconnues  satis- 
feront à  cette  relation.  Pour  effectuer  le  calcul,  nous  mul- 
tiplierons la  quantité  à  intégrer  par 


-r 


"^  sinw 

ces  G  M du, 

u 


qui  est  égal  à  zéro  ou  à  l'unité,  selon  que  G  est  plus  petit 
ou  plus  grand  que  l'unité,  et  nous  poserons 


v/c-^r-c-^y-^-^ 
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La  présence  du  facteur  que  nous  introduisons  ainsi  nous 
permettra  de  prendre,  pour  limites  des  e,  — 00  et  -f-  00  . 
En  désignant  alors  par  P  la  probabilité  cherchée,  nous 
aurons 

P  :=:=  -    /  .  .  .  cpi  (e,).  .  .  (j)(e,)ae,.  .  .  ae,  cosGtt  smw — • 

'f  J—  00  " 

Si  nous  développons  cosGm  suivant  les  puissances  asceu- 
dantes  de  m,  nous  trouvons 

T^  J—oo 

/'         G^M^        G«tt*  \    .       du 

XI 1 77 ...     sm  tt  — . 

\  1.2  4-  /  " 

Or  G",  en  général,  est  une  fonction  entière  des  e;  en  effet, 
G"  est  fonction  entière  des  J,  vj,  f , . . .  respectivement  égaux 

à  2Xe,  Spie,  Sv£, .  . .  .  Si  alors  on  pose 

J 00  J —  00 

l'intégrale 

/>-h 00    /^-t- 00 

/  1.  .  .  .  G'y(e,).  .  .  <p(«,)c?s,.  .  .  </s, 

J —  00     */  —  00 

pourra  être  représentée  par  F,,  en  désignant  ainsi  ce  que 
devient  G',  quand  on  y  remplace  s^*  par  M",  e"  par  M", . . . , 
et  l'on  trouve  alors 

ou  bien,  en  négligeant  les  termes  du  quatrième  ordre  et  en 
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remplaçant  les  termes  conservés  par  une  exponentielle, 


=°sin«   -r,îi' 


(7)  P  =  -    r  '^^^e     -^du, 

c'est-à-dire  (p.  34) 

I 

{8j  P=  r  /         '-"d'- 

Il  reste  à  évaluer  la  constante  Fj. 
On  a 


-=(^-)'-( 


2f.6-p 


ou 

c'est-à-dire 

G=Sj Jl ' 

et,  par  suite, 

Cette  formule  se  simplifie  en  posant 

(9)  a  =  2>MC'),      ^^2pMC'),...; 

en  effet,  elle  devient  ainsi 

r:=Q^Ji:A2M(2)4-22X,>yMS'^M5'^-2(lAM(0)2-f-(2XM^0)2], 

12 
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c'est-à-dire 

La  formule  (8)  devient  alors 

(lo)         P=r0   r  ' ^1  » 

y.j[M«-(M<o;^(;-:^-^,+j+...)j 

0  désignant,  pour  abréger,  un  signe  de  fonction  défini  par 
la  formule 

P  sera  très-voisin  de  l'unité  dès  que  la  quantité  placée 
sous  le  signe  0  atteindra  une  valeur  telle  que  3,  comme  l'on 
peut  s'en  assurer  en  consultant  une  table  de  la  fonction  0-, 
on  est  ainsi  conduit,  pour  rendre  P  très -voisin  de  l'unité, 
à  rendre  les  sommes  2M^^)X%  SM^^^^  . . .  aussi  petites  que 
possible,  en  supposant  les  erreurs  constantes  éliminées.  La 
méthode  des  moindres  carrés  se  trouve  donc  maintenant 
établie  d'une  manière  générale.  Quant  au  calcul  de  P  et 
des  Mg,  il  se  fera  comme  nous  l'avons  indiqué  plus  haut. 
{Foir  la  Note  III  placée  à  la  fin  du  volume.) 


Application  de  la  théorie  précédente  à  l'appréciation  de  la  justesse 
d'une  arme  à  feu. 


Je  vais  maintenant  montrer  comment  on  devrait  procé- 
der pour  apprécier  la  justesse  des  armes  à  feu^  cet  exemple 
me  paraît  fort  bien  choisi  pour  faire  ressortir  l'utilité  des 
théories  qui  précèdent. 

Poisson  s'était  déjà  occupé,  en  1887,  de  cette  question, 


1^ 
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dans  un  Mémoire  qui  a  été  inséré  au  Mémorial  de  V  Officier 
d' Artillerie ;\3i  méthode  que  Poisson  a  proposée  ne  diffère 
pas  essentiellement  de  celle  que  nous  allons  développer,  en 
ce  sens  qu'elle  conduit  aux  mêmes  conclusions,  mais  son 
analyse  diffère  notablement  de  la  nôtre.  Le  général  Didion 
s'est  aussi  occupé  de  cette  question  et  le  Traité  qu'il  a  écrit 
peut  être  consulté  avec  fruit. 

Nous  appellerons  points  d'impact  les  points  où  les  projec- 
tiles viennent  atteindre  une  cible,  sur  laquelle  nous  suppo- 
serons que  l'on  ait  tiré  un  certain  nombre  de  coups  avec  une 
même  arme. 

Soit  O  le  centre  de  la  cible  ou  le  point  sur  lequel  on  vise^ 
par  ce  point,  traçons  deux  axes  sur  la  cible,  l'un  horizon- 
tal, l'autre  vertical,  et  soient  x  et  y  les  coordonnées  d'un 
point  d'impact.  Désignons  par  (^{x)dx  la  probabilité  que 
l'abscisse  du  point  d'impact  sera  comprise  entre  x  et  x~\-dx 
et  par  ^  [j)dj  la  probabilité  que  l'ordonnée  du  même  j)oint 
sera  comprise  entre  J  el  j -\-  dj.  Si  l'arme  que  l'on  veut 
éprouver  ne  possède  en  elle-même  aucune  cause  qui  tende 
à  faire  dévier  le  projectile,  on  devra  avoir 

^(^)  =  ^{~^)       et      .]>(/)  r=-^(—j); 

en  tout  cas,  on  aura 

/»  -I-  00  /»  -h  co 

(i)  /  ^[x)dx=zi,       /  ■i^(jr)dx  =  i. 

J —  :»  J —  00 

En  effet,  les  deux  intégrales  précédentes  représentent  les 
probabilités  que  le  point  d'impact  se  trouvera  en  un  point 
quelconque  de  la  cible,  supposée  indéfinie  :  du  reste  (p(^) 
et  ^(j  )  décroissent  rapidement,  quand  x  et  j)^  vont  en  crois- 
sant en  valeur  absolue,  x  et  y  pouvant  en  quelque  sorte 
être  considérés  comme  des  erreurs  dans  la  position  du  point 

12. 
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d'impact,  qui  devrait  être  l'origine  des  coordonnées,  si 
l'arme  était  parfaite  et  le  pointeur  d'une  adresse  irrépro- 
cliable. 

Ceci  posé,  clierclions  la  probabilité  que,  sur  un  grand 
nombre  s  de  coups,  la  somme  des  abscisses  des  points  d'im- 
pact sera  comprise  entre  a  —  /  et  a  -f-  /.  En  nous  reportant 
à  la  théorie  développée  au  §  II,  on  voit  que  cette  proba- 
bilité est  donnée  par  la  formule 

(2)  P  =  4:    f'e-''dy, 

VTT    Jo 

dans  laquelle 


v/?.^(M,  —  m;) 


et  où  l'on  a  clioisi  a  =  M^  5,  Mi  et  Ma  désignant  toujours, 
comme  plus  haut,  les  intégrales 


M 


/^  -î-  co                                                   r*  -h  ce 
J —  oc  J 00 


La  probabilité  que  la  moyenne  des  abscisses  sera  com- 
prise entre  M^  —  e  et  Mi  -f-  e  sera  donnée  par  la  for- 
mule (  2),  où  l'on  changera  /  en  e.v,  ou  par 

(3)  ^'^\- 

[  ^     v/2(m,-m;)' 

Ceci  posé,  lorsque  s  sera  assez  grand,  y  deviendra  assez 
grand  pour  que  P  soit  très-voisin  de  l'unité,  mais  alors  le 
point  d'impact  le  plus  probable  est  celui  qui  a  pour  abscisse 
Ml-  Supposons  que  l'on  ait  tiré   un   certain  nombre  de 


I...„. „.,„,„ 

coups  dans  la  cible  avec  une  arme  donnée  :  en  faisant  la 
moyenne  des  abscisses  des  points  d'impact  observés,  si  l'on 
trouve  un  résultat  qui  diffère  notablement  de  zéro,  on  en 
conclura  que  Mj  n'est  pas  nul  et  que,  par  suite,  ^(x) 
n'est  pas  égal  à  (f{ — x)  :  il  existera  donc  une  cause  constante 
qui  tend  à  faire  dévier  le  projectile  du  plan  de  tir.  Pour 
savoir  quel  est  l'écart  que  l'on  peut  raisonnablement  attri- 
buer au  hasard,  on  aura  recours  aux  formules  (  3)  j  on  y  rem- 
placera Ml  par  la  moyenne  des  abscisses  des  points  d'im- 
pact, et  Ma  par  la  moyenne  de  leurs  carrés,  en  se  donnant 
alors  P  très-voisin  de  l'unité  et  égal  à  0,9999,  par  exemple  ^ 
il  faudra  prendre  y  =  3,i,  et  l'on  en  conclura  s,  ce  qui  fera 
connaître  en  quelque  sorte  des  limites  que  l'abscisse  du 
point  d'impact  ne  dépassera  probablement  pas.  Nous  rap- 
pellerons, du  reste,  que,  sur  un  très-grand  nombre  de 
coups,  la  moyenne  des  carrés  des  abscisses  des  points  d'im- 
pact est  sensiblement  Mg  [voir  p.  1^1). 

Ce  que  nous  venons  de  dire  des  écarts  latéraux  peut  se 
répéter  sur  les  écarts  en  hauteur,  car  on  peut  répéter  sur 
la  fonction  <]>  ce  que  nous  avons  dit  de  la  fonction  (p,  mais 
l'épreuve  dont  nous  venons  de  parler  n'est  pas  suffisante 
pour  faire  apprécier  la  justesse  d'une  arme  à  feu-,  en  effet, 
cette  épreuve,  indispensable  à  faire,  a  pour  but  seulement 
de  constater  la  présence  des  erreurs  systématiques  dans 
l' arme  ou,  si  l'on  veut,  des  causes  constantes  qui  tendent  à 
écarter  les  projectiles  du  centre  de  la  cible.  Il  pourrait  fort 
bien  se  faire  que  ces  causes  constantes  n'existassent  point 
et  que  l'arme  fût  mauvaise,  à  cause  des  grands  écarts  qu'elle 
pourrait  donner  autour  du  but  à  atteindre. 

Pour  bien  juger  une  arme,  il  faudrait  donc  avoir  encore 
une  idée  des  écarts  qu'elle  peut  donner  autour  du  but  ^  or, 
en  supposant  Mj  très-petit,  ce  qui  est  une  première  condi- 
tion de  justesse,  la  formule  (3)  montre  que  plus  Mj  sera 
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petit  et  plus  y  sera  grand,  et,  par  suite  aussi,  plus  P 
sera  voisin  de  l'unité^  mais  Ma,  dans  un  grand  nombre  de 
coups,  est  sensiblement  égal  à  la  moyenne  des  carrés  des 
abscisses  des  points  d'impact;  donc,  enfin,  la  meilleure 
arme,  celle  qui  donnera  les  moindres  écarts  latéraux,  sera 
celle  pour  laquelle  la  moyenne  des  carrés  des  abscisses  des 
points  d'impact  sera  un  minimum.  Il  y  aurait  une  observa- 
tion analogue  à  faire  sur  les  écarts  en  hauteur. 

En  résumé  :  i°  pour  que  l'arme  ne  présente  pas  de  cause 
tendant  à  faire  dévier  le  projectile,  il  faut  que  la  moyenne 
des  abscisses  et  des  ordonnées  des  points  d'impact  soit  très- 
petite,  ou,  si  Ton  veut,  que  le  centre  de  gravité  de  ces  points 
d'impact  soit  voisin  du  centre  de  la  cible  :  la  formule  (3)  per- 
met d'apprécier  la  limite  supérieure  admissible  pour  cette 
distance;  2°  il  faut  que  les  moyennes  des  carrés  des  ab- 
scisses et  des  ordonnées  des  points  d'impact  soient  elles- 
mêmes  très-petites. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  de  pousser  plus  loin  cette  dis- 
cussion, on  voit  l'analogie  qu'elle  présente  avec  la  théorie 
des  erreurs.  On  voit  aussi  que  l'on  peut,  dans  les  applica- 
tions, admettre,  pour  la  fonction  (p  et  pour  la  fonction  i|^,  la 
forme  suivante,  où  h  se  détermine  facilement  en  fonction 
de  Mj  que  l'on  peut  observer, 

mais  il  faut  pour  cela  que  s  soit  très-grand;  h  donne  alors 
la  mesure  de  la  précision  de  l'arme.  Poisson,  dans  le  Mé- 
moire que  nous  avons  cité,  examine  encore  la  manière  dont 
les  coups  doivent  se  distribuer  angulairemcnt  autour  du 
centre  de  la  cible.  Pour  y  parvenir,  il  fait  usage  des  coor- 
données polaires  :  la  discussion  de  ce  cas  est  analogue  en 
tout  point  à  celle  que  nous  venons  de  faire. 


i 
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Application  des  théories  précédentes  à  la  recherche  des  lois 
des  phénomènes. 

La  recherche  des  lois  d'un  phénomène  se  réduit,  comme 
l'on  sait,  en  dernière  analyse,  à  la  recherche  d'une  fonction, 
dont  on  connaît  un  grand  nombre  de  valeurs,  avec  les  va- 
leurs correspondantes  de  la  variable  ^  mais  il  se  présente 
deux  cas  à  examiner,  dont  nous  donnerons  deux  exemples. 
Dans  l'un  des  cas,  et  c'est  le  plus  ordinaire,  on  peut  ad- 
mettre qu'une  seule  observation,  pour  une  même  valeur  de 
la  variable,  fournit  une  valeur  très-approchée  de  la  fonc- 
tion :  tel  serait  le  cas  où  l'on  aurait  à  étudier  la  manière 
dont  varie  l'allongement  d'une  barre  avec  la  température. 
D'autres  fois,  au  contraire,  il  faut  un  grand  nombre  d'obser- 
vations pour  fixer  la  valeur  de  la  fonction  correspondant  à 
une  valeur  donnée  de  la  variable.  La  construction  des  Tables 
dé  mortalité,  qui  indiquent  combien,  sur  n  individus,  nés  le 
même  jour,  il  en  reste  en  vie  à  l'âge  jc,  est  un  exemple  du 
second  genre  de  questions. 

Je  suppose  donc  qu'il  s'agisse  de  déterminer  une  fonction 
de  la  température  i,  telle  que,  pour  t  =  t^^  t,,  fg, . . . ,  elle 
prenne  les  valeurs  âo^  ^i,  cJ^, .  . . ,  qui  représentent  les  lon- 
gueurs d'une  barre  aux  températures  t^^  t^^  t^., . . . . 

Pour  résoudre  cette  question,  on  commencera  par  fixer 
a  prioji  le  degré  d'exactitude  sur  lequel  on  peut  compter 
dans  chaque  observation^  on  saura,  par  exemple,  que  la 

longueur  ^  est  mesurée  à  -  près  et  que  la  température  est 
mesurée  à  —  près,  grosso  modo.  On  pourra  estimer  qu'une 
variation  de  —  dans  t  ne  produit  pas  une  variation  -  dans  ^ 
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et,  par  suite,  pour  une  valeur  exacte  de  t,  on  évaluera  l'er- 
reur admissible  pour  â  comme  inférieure  à  — | —  =:  E. 

n        \x 

Les  observations,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  sont  censées 
faites  avec  le  même  soin,  en  sorte  que  nous  supposerons  la 
précision  constante.  Nous  chercherons  alors  à  représenter 
la  longueur  d  de  la  barre  à  la  température  t  par  une  expres- 
sion de  la  forme 

à  z=za  -\-  bt. 

Pour  cela,  nous  substituerons  à  la  place  de  ^  et  de  f  les  va- 
leurs observées,  et  nous  aurons  des  équations  telles  que 

(  I  )  §0  =  a  -h  btoy      ^i—a-hbti,...,      Sj~a-\-  bts, 

qu'il  faudra  bien  se  garder  de  simplifier  dans  le  cas  où  l'on 
aurait  des  dénominateurs  que  l'on  voudrait  chasser.  En  con- 
sidérant a  et  b  comme  des  inconnues,  on  appliquera  aux 
formules  (i)  la  méthode  des  moindres  carrés  et  l'on  calcu- 
lera la  probabilité  des  valeurs  trouvées  pour  a  et  ^.  Si  l'on 
trouve  cette  probabilité  assez  voisine  de  l'unité,  on  adoptera 
définitivement  la  forme 

S  =  a  -h  bt; 

si,  au  contraire,  on  trouve  une  faible  probabilité  pour  a  et 
è,  on  essayera  la  forme 

S  =  a  -h  bt-h  ct\ 

On  déterminera  a,  ^,  c  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
au  moyen  des  formules 

S^  =  a-\-bt,-\-ct\,     §^  =  a  -\-  bt^-\-  et],.  .  .^ 

et  l'on  calculera  encore  la  probabilité  des  valeurs  trouvées 
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pour  rt,  b^  c,  et  ainsi  de  suite.  Il  pourra  se  faire  qu'aucune 
des  formes  paraboliques  ne  donne  des  valeurs  satisfaisantes 
pour  les  coefficients  ^  on  pourra  alors  essayer  d'autres  formes 
que  l'on  discutera  de  la  même  façon. 

J'ai  dit  que  l'on  devait  calculer  la  probabilité  des  va- 
leurs de  «,  è,  c,.  .  .5  ceci  exige  un  mot  d'explication.  On  a 
vu  (p.  173)  qu'il  y  avait  une  probabilité 

1    r^^  I 

P  — -^  «?-T'^7,     7  = 

que  les  inconnues  étaient  entachées  d'erreurs  ^,  Y],  •  •  •  î  ^^~ 
férieures,  en  valeur  absolue,  à  /,  m, . . . ,  et  du  reste  satisfai- 
sant à  l'inégalité 


v' 


l^+iîl+...<,. 


Or  Mj,  dans  le  cas  actuel,  est  donné  par  la  condition  que 
l'erreur  commise  sur  (Jq,  ^i,.-.  est  très -probablement 
moindre  que  E.  En  effet,  si  s  est  très-grand,  on  peut  ad- 
mettre que  la  facilité  de  l'erreur  est  donnée  par  la  formule 

et  l'on  a 

I 
M2=— 7:/, 

on  pourra  alors  poser,  par  exemple, 


X 


E  h 

*-/'^EVE=^  0,999, 


—  E     v/tt 


d'où  l'on  déduira  h  et  par  suite  Mj.  Connaissant  M,,  on 
calculera  P  en  essayant  pour  /,  w, . . .  diverses  valeurs,  et 
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l'on  rejettera  celles  qui  donneraient,  pour  les  erreurs  de  d^^ 
c?i,...,  calculées  a  posteriori,  des  valeurs  supérieures  à  E 
avec  une  valeur  de  P  trop  petite.  (Ce  calcul  a  posteriori  se 
fera  en  substituant  à  a,  Z>,...  dans  la  formule  (i)  leurs 
limites  les  plus  défavorables.)  Si  l'on  ne  peut  pas  trouver 
de  valeurs  convenables  pour  les  /,  /72, 7i,...,  il  faudra  rejeter 
la  formule  d'interpolation  adoptée. 

Dans  l'exemple  que  nous  avons  choisi,  on  pouvait  attri- 
buer la  même  précision  à  toutes  les  observations  ^  mais  il 
n'en  est  pas  toujours  ainsi.  Lorsque  l'on  elfectue,  par 
exemple,  des  mesures  géodésiques,  certains  angles  peuvent 
être  résumés  avec  plus  de  précision  que  d'autres,  selon 
qu'ils  ont  été  obtenus  par  un  nombre  de  répétitions  plus 
grand  ou  avec  des  instruments  meilleurs,  selon  qu'ils  ont 
été  mesurés  directement  ou  calculés  à  l'aide  de  réseaux 
triangulaires,  etc.  ;  mais  on  pourra,  dans  la  plupart  des 
cas,  estimer  la  précision  et  déterminer,  avec  une  approxi- 
mation suffisante,  la  facilité  des  erreurs.  Nous  renverrons, 
pour  ces  questions  de  détail,  aux  Traités  spéciaux  :  les  dé- 
veloppements que  comporte  cette  question  nous  entraî- 
neraient à  des  digressions  sortant  du  cadre  de  cet  Ouvrage, 
qui  a  un  caractère  essentiellement  théorique  (*). 


(*)  Les  erreurs  d'observations  suivent  parfois  des  lois  bizarres;  ainsi,  dans 
l'exemple  que  nous  avons  choisi,  relatif  à  la  dilatation  d'une  barre,  la  faci- 
lité de  l'erreur  e  est  non-seulement  une  fonction  de  s,  mais  encore  une 
fonction  de  la  température,  car  la  difiiculté  des  mesures  croit  avec  la  tem- 
pérature. A  défaut  de  tout  autre  moyen  de  pouvoir  tenir  compte  du  poids 
des  observations,  l'expérimentateur  pourra  attribuer  un  coeflicient  à  chaque 
équation  de  condition  :  ce  coefficient  sera  analogue  à  ceux  que  l'on  a  ima- 
ginés pour  apprécier  le  mérite  d'un  candidat  dans  un  examen,  ce  coefficient 
servira  de  facteur  à  l'équation  à  laquelle  on  voudra  attribuer  une  impor- 
tance en  rapport  avec  lui.  Sans  doute  cette  façon  de  procéder  est  empi- 
rique, mais  elle  fournira  toujours  de  meilleurs  résultats  que  si  l'on  faisait 
abstraction  de  l'importance  que  certaines  observations  peuvent  avoir. 
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Il  faut  avouer  que  la  méthode  d'interpolation  que  nous 
venons  d'indiquer  ne  saurait  être  défendue  par  un  esprit 
rigoureux.  Nous  ne  la  donnons  (d'ailleurs  sous  toutes  ré- 
serves) que  parce  qu'il  peut  souvent  ne  pas  en  exister  de 
meilleure.  Quoi  qu'il  en  soit,  la  méthode  des  moindres 
carrés  devra  toujours  être  appliquée  sans  hésitation,  quand 
on  connaîtra  d'avance,  comme  cela  a  lieu  le  plus  souvent 
en  Astronomie,  la  forme  de  la  fonction  interpolatrice  et 
que  ses  coefficients  seuls  seront  inconnus. 

Des  Tables  de  mortalité. 

Une  Table  de  mortalité  est  une  Table  qui  fait  connaître  le 
nombre  d'individus  survivants  à  un  âge  déterminé,  sur  un 
nombre  donné  d'individus  nés  le  même  jour. 

Une  Table  de  mortalité  devrait  donc  indiquer  la  proba- 
bilité qu'a  l'homme  d'atteindre  un  âge  donné  5  en  etlét,  si 
l'on  sait  que  sur  j^o  individus,  nés  le  même  jour,  il  en  reste 
j  à  l'âge  07,  le  rapport  du  nombre  des  cas  où  l'homme  vit 
X  années  au  nombre  des  cas  où  il  vit  x  années  et  où  il  ne 

vit  pas  X  années  est  —  ^  mais  ce  n'est  là  qu'une  approxi- 

mation  d'autant  plus  grande  quej^o  a  été  choisi  plus  grand. 
Le  théorème  de  Bayes  nous  apprend  en  effet  que,  pour  trou- 
ver la  probabilité  de  l'événement,  qui  est  l'existence  d'un 
individu  à  l'âge  x,  il  faut  faire  un  nombre  j^o  d'épreuves 
consistant  à  choisir  j^  individus   d'âge  o  et  de   compter 

combien  parmi  eux  arrivent  à  l'âge  x  :  le  rapport  —  tend 

vers  la  probabilité  cherchée  quand  j  0  croît  indéfiniment. 
Il  y  a  plus,  le  théorème  de  Bayes,  convenablement  appli- 
qué, nous  permet  de  déterminer  l'erreur  commise  sur  la 
probabilité  cherchée,  en  prenant  pour  cette  probabilité  le 
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y 
rapport  —  >  j  o  étant  un  nombre  fixe,  mais  suffisamment 

grand. 

Toutefois,  en  examinant  la  question  de  plus  près,  on  se 
heurte  forcément  contre  une  difficulté  qui  tient  à  la  manière 
même  dont  on  compte  les  épreuves,  c'est-à-dire  à  la  ma- 
nière dont  on  observe  les  faits.  Pour  construire  une  Table 
de  mortalité,  on  est  obligé  de  s'adresser  à  une  classe  d'in- 
dividus dont  on  peut  suivre  plus  ou  moins  exactement 
les  naissances  et  les  décès,  en  sorte  que  les  probabilités 
auxquelles  on  arrive  diffèrent  nécessairement  suivant  les 
classes  sur  lesquelles  ont  porté  les  observations  \  c'est  ce  qui 
explique  les  divergences  que  l'on  observe  entre  des  Tables 
construites  d'ailleurs  avec  les  soins  les  plus  minutieux.  On 
trouve,  par  exemple,  que  la  mortalité  est  beaucoup  plus 
grande  à  Berlin  et  dans  les  capitales  du  monde  civilisé  que 
dans  le  reste  de  l'Europe,  plus  grande  chez  les  hommes  que 
chez  les  femmes,  plus  grande  à  Vienne  qu'à  Genève,  etc. 

Il  serait  extrêmement  difficile  de  construire  une  Table 
pour  tout  le  genre  humain:  les  documents  statistiques  man- 
quent d'une  façon  absolue.  Doit-on  le  regretter?  Si  l'on  se 
place  au  point  de  vue  des  applications,  on  peut  répondre, 
sans  hésiter,  non^  et,  en  effet,  l'étude  de  la  mortalité  a  sur- 
tout pour  objet  la  recherche  des  causes  qui  peuvent  tendre 
à  diminuer  la  vie  humaine  dans  diverses  localités  ou  parmi 
certaines  classes  d'individus,  et  la  théorie  des  opérations 
financières.  Dans  les  deux  premiers  cas,  il  va  sans  dire  que 
les  lois  de  mortalité  que  l'on  recherche  ne  doivent  s'étendre 
qu'à  une  fraction  déterminée  du  genre  humain-,  dans  le 
dernier  cas,  nous  verrons  qu'il  est  impossible  de  s'en  rap- 
porter à  une  loi  générale,  et  que  deux  Tables  distinctes 
doivent  être  employées  suivant  la  nature  des  opérations  que 
l'on  doit  faire. 
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Je  suppose  que  l'on  ait  construit,  avec  une  exactitude 
suffisante,  une  Table  de  mortalité  pour  une  classe  détermi- 
née d'individus,  le  nombre  des  survivants  j-  à  Tàge  x  sera 
une  fonction  de  x^  que  nous  pourrons  appeler  f[x)^  et 
l'équation 

J— /(•^) 

représentera  une  courbe  qui  porte  le  nom  de  courbe  de 
mortalité.  La  plupart  des  courbes  de  mortalité  sont  sans 
inflexions  et  ressemblent  plus  ou  moins  au  quart  de  la  dé- 
veloppée de  l'ellipse.  La  courbe  de  mortalité  de  Genève, 
cependant,  présente  un  renflement  vers  son  milieu,  et,  par 
suite,  a  deux  points  d'inflexion.  La  courbe  de  mortalité  de 
Duvillard,  dont  nous  aurons  l'occasion  de  parler  plus  loin, 
présente  cette  particularité  que,  si  l'on  réduit  les  ordonnées 
à  leurs  logarithmes,  la  courbe  devient  symétrique  par  rap- 
port à  la  droite  j^=x-^  mais,  pour  cela,  il  faut  choisir 
l'échelle  des  nouvelles  ordonnées  convenablement.  Fédor 
Thoman  a  construit  un  certain  nombre  de  courbes  de  mor- 
talité que  l'on  peut  voir  dans  un  Atlas  publié  par. M.  Eugène 
Pereire. 

Vie  moyenne,  vie  probable,  etc. 

La  vie  moyenne,  à  un  âge  donné,  est  la  moyenne  des 
âges  auxquels  parviennent  les  individus  de  cet  âge.  Soit 
j  =f[x)  le  nombre  des  survivants  à  l'âge  x.  Si  l'on  veut 
trouver  la  vie  moyenne  à  l'âge  «,  il  suffira  de  considérer 
que  dans  le  temps  dx  il  meurt  —  dj  individus  d'âge  x  :  la 
somme  des  années  qu'ils  ont  vécu  est  — xdj.  En  faisant 
ainsi  la  somme  des  années  qu'ont  vécu  tous  les  individus  de 
la  Table  qui  meurent  pendant  chacun  des  intervalles  tels 
que  dx.^  on  aura  la  totalité  des  années  pendant  lesquelles 


igiO  CALCUL   DES    PROBABILITÉS. 

ont  vécu  ces  individus,  cl,  en  divisant  par  leur  nombrey(a), 
on  aura  la  vie  moyenne  à  l'âge  a  ou 

~Ja       /M' 

Il  vaut  mieux  écrire  cette  expression  d'une  autre  manière  : 
en  intégrant  par  parties  et  en  observant  quey(oo)  =  o, 
on  a 


C^  .r.dy  C^  ydx 


Cette  dernière  expression  présente  sur  l'autre  l'avantage 
de  ne  pas  contenir  la  différentielle  dey^  laquelle  est  connue 
avec  moins  d'exactitude  que  j.  On  conçoit,  en  effet,  qu'une 
faible  variation  dans  deux  ordonnées  voisines  n'altère  pas 
sensiblement  la  valeur  de  j^,  et  modifie  cependant  beau- 
coup la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  de  mortalité.  Si 
dans  l'expression  que  nous  venons  de  trouver  on  fait  a  =  o, 
on  a  la  vie  moyenne  à  l'époque  de  la  naissance  j  cette  vie 

moyenne  est 

r  ^  ydr 

Jo    M' 

Sif{x)  représentait  la  totalité  des  individus  de  l'âge  x  pour 

Xoo 
ydx  serait  la  popu- 
lation de  cette  nation,  et  la  vie  moyenne  s'obtiendrait, 
comme  l'on  voit,  en  divisant  la  population  par  le  nombre  des 
naissances.  (Dividende  et  diviseur  sont  censés  constants.) 
Laplace,  dans  sa  Théorie  analytique  des  probabilités, 
cherche  l'erreur  commise  dans  le  calcul  de  la  vie  moyenne, 
en  opérant  sur  un  nombre  donné  de  naissances  5  cette  erreur 

résulte  très-simplement  de  l'erreur  commise  sur  —. — -  >  que 
le  théorème  de  Bayes  permet  d'évaluer. 
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La  "vie  probable  à  un  âge  donné  a  est  le  nombre  d'an- 
nées X  après  lequel  la  probabilité  que  l'individu  d'âge  a 

aura  d'être  vivant  sera  -•  En  d'autres  termes,  c'est  l'âge 

auquel  un  individu  d'âge  a  a  autant  de  chances  de  parvenir 
ou  de  ne  pas  parvenir.  Cette  vie  probable  est  donc  racine 
de  l'équation 


f{a  -f-  x)        I 


f{a)  2 

ou  bien 

lf[a-^a:)=f{a), 

facile  à  résoudre  au  moyen  d'une  Table  ou  d'une  courbe  de 
mortalité. 


Construction  et  interpolation  des  Tables. 

Les  Tables  de  mortalité  ont  surtout  pour  objet  de  faire 
connaître  la  probabilité  de  la  durée  de  la  vie  Humaine.  Si 
l'on  désigne  i^diV  f[x)  le  nombre  des  survivants  à  l'âge  x^ 

d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  — — -  est  la  pro- 
babilité qu'a  un  homme  d'atteindre  l'âge  x^  et  plus  géné- 
ralem^nt  .  /  sera  la  probabilité  qu'un  individu  d'âge  x' 
a  d'atteindre  l'âge  x.  En  effet,  en  désignant  par  u  cette 
probabilité,  la  probabilité  . ' '^  qu'a  un  individu  d'at- 
teindre l'âge  X  est  une  probabilité  composée  de  la  proba- 
bilité  -J7—Y  qa'û  atteindra  l'âge  x\  et  de  la  probabilité  u 
qu'ayant  atteint  cet  âge  il  atteindra  l'âge  x.  On  a  donc 
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Ce  raisonnement  est  fondé,  comme  Ton  voit,  sur  ce  que 

r'      est  la  probabilité  pour  un  homme  d'atteindre  l'âge  x\ 

mais  cela  n'est  exact  qu'autant  que/*(o)  =  oo  .  Pour  l'usage 
que  nous  ferons  des  Tables  de  mortalité,  on  peut  supposer, 
sans  inconvénient,  qu'à  la  place  àef[o)^f[i)^...^f[x)^... 
on  ait  mis  des  nombres  proportionnels  F(o),  F (i ),...,  en 

sorte  que       '      représente  la  probabilité  qu'a  un  homme 

d'atteindre  l'âge  x.  En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  on 
remédie  à  certains  inconvénients  que  présentent  les  Tables 
de  Deparcieux  et  de  Duvillard,  usitées  en  France,  où  l'on 
s'est  astreint  à  écrire  le  nombre  des  survivants,  ce  qui  ne 
donne  pas  une  exactitude  constante  à  toute  l'étendue  de  la 
Table. 

Pour  construire  une  bonne'^Table,  il  faut,  autant  que  pos- 
sible, faire  en  sorte  que  le  nombre  proportionnel  F  (a:) 
conserve  une  erreur  relative  constante,  et  l'on  peut  y  arri- 
ver comme  il  suit  :  au  lieu  de  chercher  sury(o)  individus 
combien  parviennent  aux  âges  i,  2,  3,...,  on  cherchera 
d'abord  sur  N  individus  combien  arrivent  à  l'âge  i ,  puis 
sur  N  individus  de  l'âge  i  combien  arrivent  à  l'âge  2, 

Un  connaîtra  par  ce  procède    les   rapports 


F(o)'    F(,)' 

F(3)  T 

-j-^»"«;  en  appelant  /^j,  /?j,  pa, . . .  ces  rapports,  on  en 

conclura,  en  prenant  F(o)  =  N, 

F(o)  =  N,     F(i)=:p.N,      F(2)=/>./.,N,.... 

Cette  manière  de  procéder  pourrait  être  employée  dans  les 
Compagnies  d'assurances,  et  conduirait  â  de  bons  résultats 
pour  la  classe  d'individus  qui  s'adressent  à  elles  (*) . 


(*)  Un  autre  motif  nous  engage  encore  à  suivre  la  méthode  que  nous  ve- 
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Je  suppose  que  l'on  ait  construit  une  Table  comme  nous 
venons  de  l'indiquer^  on  peut  clierclier  à  l'interpoler,  c'est- 
à-dire  que  l'on  peut  chercher  une  fonction  qui,  pour  des 
valeurs  de  x  suffisamment  rapprochées,  reproduise  dans 
Fintervalle  de  la  Table  les  nombres  f{jc)  exactement,  ou  à 
des  quantités  près  inférieures  à  Terreur  que  le  théorème  de 
Bayes  assigne  aux  nombres ^'(j:).  Lambert  et  Duvillard  ont 
proposé  les  formes  suivantes  : 

OÙ  A,  rt,  m,  /z,  k  désignent  des  constantes.  Gompertz  a  pro- 
posé une  formule  fort  usitée  ^armi  les  actuaires  anglais^ 
la  voici  : 

/(.r)=:/(0)G»'-', 

où  G  et  <7  sont  des  constantes.  Quoique  cette  formule  con- 
tienne moins  de  constantes  que  celle  de  Lambert,  elle  parait 
représenter  plus  fidèlement  le  phénomène  de  la  mortalité. 
jNous  ne  terminerons  pas  ce  paragraphe  sans  faire  une 


lions  d'indiquer.  Le  théorème  de  Bayes  ne  donne  des  indications  précises 
qu'à  la  condition  que  les  événements  observés  ne  présentent  pas  une  proba- 
bilité trop  faible.  Une  bonne  condition  à  remplir  est  de  faire  en  sorte  qu3 
ces  probabilités  soient  voisines  de  ~.  Or  en  observant  sur  ]N  individus  nés 
le  même  jour  combien  il  en  survit  en  cinquante  ans,  on  trouve  un  rap- 
port    ^,  ■     assez  faible,  et  les  indications  du  théorème  de  Baves  sont  moins 

précises.  Le  même  motif  engage  à  ne  pas  prendre  non  plus  des  époques 
trop  rapprochées;  parfois  l'intervalle  d'un  an  sera  trop  faible,  et  il  sera 
bon  de  calculer  F(x)  au  moyen  de  la  formule 

'^^^-F(a)    F(^)    F(o)''' 
où  a,  b  sont  des  âges  convenablement  échelonnés. 

i3 


194  CALCUL    DES    PROBABILITÉS. 

remarque  au  sujet  de  la  fonction  —  •  La  quantité ^  ou 

^-— ^ — ~~- ^î  OU  bien  encore  i —  :^-^-— ^,  est  la 

probabilité  qu'un  individu  de  l'âge  x  n'atteindra  pas  l'âge 

X  -\-dx'^  car  - — —       "  ■•  est  la  probabilité  qu'il  l'atteindra. 

»/• 
Ainsi est  la  probabilité  de  mourir  dans  l'intervalle 

de  temps  dx]  donc  —  -^~-  est  la  proportion  des  morts  dans 

le  temps  dx.  On  a  donné  à  cette  quantité  le  nom  de  taux 
de  mortalité;  le  taux  véritable  de  mortalité  est  difficile  à 
évaluer,  et  de  ce  que  l'on  i^onnait  assez  bieny(a:)  il  ne 
faudrait  pas  en  conclure  quey(^)  peut  être  déterminé 
avec  la  môme  précision.  En  eifet,  deux  fonctions  peuvent 
avoir  des  valeurs  sensiblement  égales  et  néanmoins  avoir 
des  dérivées  très-diiïérentes. 


Probabilité  de  la  durée  des  associations. 

Les  Tables  de  mortalité  permettent  de  calculer  la  durée 
des  associations,  c'est-à-dire  de  l'existence  simultanée  de 

plusieurs  tètes.  Si  nous  nous  rappelons  que  -^rr — -;  repré- 

sente  la  probabilité  qu'un  individu  d'âge  Xq  parviendra  à 
l'âge  x^ 

représenteront  respectivement  la  probabilité  qu'un  indi- 
vidu d'âge  a  vivra  encore  x  années,  et  la  probabilité  qu'il 
mourra  avant  x  années. 

Si  l'on  considère  deux  individus  d'âges  a  et  ^,  en  vertu 


J 
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du  principe  de  la  probabilité  composée, 

/H        Ab) 

sera  la  probabilité  qu'ils  vivront  tous  deux  dans  x  années  -, 

r  _  /(^  +  .^)i  r      f{b-^..)-\ 
L         /(-)    J  L         f{b)    J 

sera  la  probabilité  qu'ils  cesseront  d'exister  tous  deux  dans 
X  années^ 

r  fia-^-,vr■\f(b-^x)        ^      r  f(b-{-x)-\f{a^x) 


J     Ab)  L  /(^)     J 


L         A^)    J     /(^i  L         /(^)    J     /(«j 

représenteront  respectivement  la  probabilité  que  dans  x  an- 
nées le  premier  sera  mort  et  le  second  vivant,  et  la  proba- 
bilité que  le  second  sera  mort  et  le  premier  vivant.  Si  l'on 
ajoute  ces  deux  expressions,  le  principe  de  la  probabilité 
totale  nous  apprend  que  leur  somme 


/(«)  Ab)  /(«)  f{b) 

est  la  probabilité  pour  que  l'un  ou  l'autre  des  individus  soit 
mort  dans  x  années;  en  d'autres  termes,  l'expression  pré- 
cédente est  la  probabilité  que  dans  x  années  il  ne  restera 
plus  qu'un  seul  des  deux  individus  en  question  \ 

f{a  -4-  ^)  _^  /(.^  -4-  .r)         f(a  -f-  x)f[b  -4-  x) 


/(«)  f[b)  f{a)f[b) 

est  la  probabilité  que  dans  x  années  l'un  des  deux  individus 
sera  en  vie  ou  bien  qu'ils  seront  en  vie  tous  deux,  etc. 

On  pourrait  clierclier  de  la  même  façon  la  probabilité  de 
la  coexistence  de  trois,  quatre,  etc.  têtes;  il  faut  cepen- 

i3. 
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(lant  ajouter  que,  si  les  individus  considérés  n'étaient  pas 
assujettis  à  la  même  loi  de  mortalité,  il  faudrait  modifler 
légèrement  les  résultats  qui  précèdent.  Considérons,  par 
exemple,  deux  époux  :  si  l'on  admet  que  la  mortalité  chez 
l'homme  soity*(a7)  et  chez  la  femme  (p(a:),  la  probabilité  de 
la  durée  x  d'un  mariage  entre  deux  époux  d'âges  a  et  b  sera 

Dans  certaines  questions  relatives  aux  assurances  sur  la 
vie,  on  est  conduit  à  remplacer  un  groupe  d'individus  par 
un  seul,  qui  a  la  même  probabilité  de  s'éteindre  à  une 
époque  donnée  que  le  groupe  en  question  5  on  obtient  ainsi, 
dans  bien  des  cas,  une  approximation  suffisante.  Mais  étu- 
dions cette  question  de  plus  près  et  proposons -nous  de 
trouver  une  loi  de  mortalité  telle  que»  étant  donné  un 
groupe  d'individus,  il  existe  toujours  un  individu  possédant 
la  même  chance  de  s'éteindi^e  que  le  groupe  tout  entier, 
quel  que  soit  l'instant  où  l'on  considère  le  groupe  et  l'in- 
dividu isolé. 

Soient  a,  ^,  c, . . .  les  âges  des  individus  du  groupe  ^  la 
probabilité  que  ce  groupe  existera  dans  jo  années  est 

f{a-^x)  f(h-^x)  f(c^x) 

f{a)  f[b)  f{c)       '•"• 

En  égalant  ce  produit  à  la  probabilité  cjue  l'individu  d'Age  m 
existera  a  la  même  époque  ou  — -^f — x — -^  on  aura  1  équation 
qui  sert  à  définir  /"(x)  et  à  calculer  m 

^'^  /(«j  /{à)  f[c)        •••  f[m) 

Cette  formule  doit  subsister  par  hypothèse,  quel  que  soit  x\ 
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donc,  en  prenant  la  différentielle  logarithmique  par  rapport 
à  jc,  on  aura  encore,  quel  que  soit  x^ 

OU  bien,  en  posant  en  général 

(3)  ^^-W, 

on  aura 

G(«  +  jc)  -i-  9(6  -I-  ^)  4-  .  ..=:  ô(m  -f-  ^). 

Cette  formule  devant  avoir  lieu,  quel  que  soit  x^  et  pour  un 
groupe  de  deux  individus,  par  exemple,  on  aura 

(4)  ô(rt  4-^)  -4- 0(6 +-2^)  —  9(/?z -4-.r), 

et,  en  prenant  x  =^  —  m^ 

^[a  —  m)  -1-  ô(6  —  m)  r=e(o). 

Si  l'on  différentie  la  formule  (4)  par  rapport  à  x,  et  si  l'on 
fait  J^  :r=  —  m  dans  le  résultat,  on  a 

^'U  —  m)-\-  0'{b  —  m)=:B'{o). 

Posant  maintenant  a  —  m  =  u^  h  —  m  =  p»,  on  devra  avoir 
en  même  temps 

j  9(«)H-9(.)=«(o), 

(  e'(«)  +  e';,o  =  e'(o). 

Différentions   alors  ces  deux  équations   en  considérant  v 
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comme  fonction  de  w,  nous  aurons 


dv 

Tu 
dv 


^yd-u^-''^ 


et,  en  éliminant  -j-5 
^  du 

9"{u)  _r{v) 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  relation  est  une  identité  : 
en  effet  on  peut  prendre  a  très-voisin  de  b-^  m  —  a  et  jn  —  b 
seront  alors  très-peu  différents  (si  l'on  suppose  f(ii)  con- 
tinue), et,  par  suite,  u  et  i^  seront  aussi  très-peu  différents. 
On  aura  donc 

Q"(u-hdu)       riu)  ev«) 

'   —        ^     '        ou        d      .  )     {   r=r  O, 


B'{u-\-du)         6'(w)  e'(«) 

c  est-a-dire  que     ,.      est  constant  \  on  peut  donc  poser 

G' (m)  rrr  a /•<?-*", 

a  et  A  désignant  des  constantes,  et 

ô(tt)=r /^r-«« -h  ronst.; 

mais  la  relation  (4)  ne  peut  être  satisfaite  que  si  la  der- 
nière constante  d'intégration  est  nulle.  En  effet  elle  donne 

quand  on  prend  ni  de  telle  sorte  que  l'on  ait 
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landis  que,  sî  l'on  posait 

Q-tia  _|_  ^-aè  _y  2  COnSt.  =:  ^~°'"'  -\-  CODSt. , 

011  n'aurait  pas 

si  la  dernière  constante  était  différente  de  zéro.  Si  l'on  rem- 

f'I    \ 
place  Q{iC)  par  la  valeur    y,     ' ->  on  en  conclut 


d'où 


/{uj^Ge 


G  désignant  une  nouvelle  constante.  Cette  formule  est  au 
fond  celle  de  Gompertz,  et  l'on  voit  ainsi  qu'une  Table  de 
mortalité  interpolée,  quand  cela  sera  possible,  par  la  for- 
mule de  Gompertz,  jouira  de  ce  précieux  avantage  de  rame- 
ner les  opérations  sur  deux  têtes  à  celles  sur  une  seule  tête. 


Remarques  sur  la  différentiation  et  sur  l'intégration  des  fonctions 
empiriques. 

Lorsque  l'on  a  déterminé  la  forme  d'une  fonction  qui 
exprime  la  loi  d'un  phénomène,  on  a  une  tendance  géné- 
ralement trop  précipitée  à  opérer  sur  cette  fonction  tout  à 
fait  empirique  les  mêmes  calculs  que  si  elle  était  l'expres- 
sion rationnelle  des  faits  5  en  d'autres  termes,  il  semble  que 
l'on  oublie  que  la  forme  assignée  à  cette  fonction  résulte 
d'hypothèses  successives,  et  que  les  coefficients  n'ont  que 
des  valeurs  approchées  avec  une  probabilité  plus  ou  moins 
grande.  Le  Calcul  intégral  s'applique  en  général  assez  bien 
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à  la  fonction  empirique  qui  exprime  la  loi  du  ffliénomène 
observé-,  nous  dirons  tout  à  l'heure  pourquoi,  mais  le  Cal- 
cul diirérentiel  peut  conduire  à  des  erreurs  considérables. 
Supposons  qu'il  s'agisse  d'une  Table  de  mortalité  et  qu'à 
l'aide  de  la  formule  de  Gompertz,  par  exemple,  on  ait 
obtenu  une  fonction  interpolatrice  telle,  que  sa  différence 
avec  la  fonction  réelle  tombe  au-dessous  des  limites  que  le 
théorème  de  Bayes  assigne  à  l'erreur  de  la  Table.  Si  Ton 
déduit  le  taux  de  mortalité  de  la  formule  de  Gompertz  en 
la  dilférentiant,  on  risque  de  commettre  une  erreur  à 
laquelle  il  semble  difficile  d'assigner  a  priori  une  proba- 
bilité quelconque  ;  et,  en  effet,  deux  fonctions  très-peu 
différentes  peuvent  avoir  des  dérivées  dont  le  rapport  peut 
varier  dans  une  proportion  considérable.  Il  suffit,  par 
exemple,  que  la  différence  des  deux  fonctions  soit  de  la 

oc 
forme  a  cos  —^  où  a.  désigne  un  nombre  très-petit-,  la  dif- 
férence de  ces  deux  fonctions  sera  moindre  que  «,  tandis 
que  la  différence  de  leurs  dérivées sin  —  pourra  de- 
venir égale  à  -• 

Toutefois,  si  l'on  observe  que  dans  une  Table  les  diffé- 
rences premières,  secondes,  troisièmes,  etc.,  décroissent 
rapidement,  on  pourra  interpoler,  dans  une  portion  de  la 
Table  au  moins,  à  l'aide  d'une  formule  parabolique  dont 
les  coefficients  auront  une  probabilité  connue,  et  l'on  pourra 
admettre  que  l'on  calcule  avec  cette  probabilité  la  dérivée 
de  la  fonction  qui  représente  la  mortalité  au  moyen  de  la 
formule  symbolique 

d  I  I 

d.c  1  6 

OÙ  l'on  a  supposé,  pour  simplifier,  la  différence  de  la  va- 
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riable  x  égale  à  runité^  cette  formule  doit  être  arrêtée  dès 
que  les  diiïerences  deviennent  sensiblement  nulles.  Ce  rai- 
sonnement ne  satisfera  certainement  pas  les  esprits  rigou- 
reux^ mais,  dans  l'impuissance  où  nous  nous  trouvons  de 
découvrir  les  secrets  de  la  nature,  il  faut  nous  contenter  de 
les  deviner,  quitte  à  revenir  sur  nos  hypothèses  quand  elles 
se  trouveront  en  désaccord  avec  les  faits. 

Le  Calcul  intégral  donne  des  résultats  plus  précis,  et  si 
l'on  veut  calculer  l'aire  de  la  courbe  de  mortalité,  on  pourra 
hardiment  faire  usage  de  la  formule  interpolatrice,  ou  même 
des  valeurs  isolées  que  fournit  la  Table  de  mortalité.  En 
effet,  soit  jx^  la  fonction  réelle  qui  exprime  la  loi  de  la  mor- 
talité, z  la  fonction  interpolatrice,  la  différence 

fyd.T — J  zdx     ou     Ji^y — z)dx 

peut  être  évaluée  en  substituant  k  y  —  z  la  valeur  de  la 
limite  de  l'erreur  s  que  le  théorème  de  Bayes  assigne  à  la 
fonction  ^.  Il  y  a  cependant  un  cas  où  l'on  peut  appliquer 
la  formule 

avec  sécurité.  Je  suppose  que  l'on  ait  reconnu  que  dans  une 
grande  étendue  de  la  Table  b,^y  =:  o,  en  considérant  cha- 
que valeur  de  J^^j  comme  un  événement,  la  probabilité 
que  A'/  restera  nul  dans  cet  intervalle  pour  les  valeurs 
intermédiaires  à^  y  sera  très-grande,  et  l'on  pourra  la  cal- 
culer, par  le  théorème  de  Bayes,  si  b,^  est  nul^  on  pourra 
alors  poser  avec  une  probabilité  connue 

dr  I 

dr  2 
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Sur  l'influence  que  peut  avoir  sur  la  probabilité  d'un  événement 
composé  l'erreur  commise  dans  l'estimation  de  la  probabilité  des 
événements  simples  dont  il  est  composé. 

Il  peut  arriver  que  dans  restimation  que  l'on  fait  de  la 
probabilité  d'un  événement  on  eommette  une  erreur,  et  il 
est  bon  de  se  rendre  compte  de  l'influence  que  peut  exercer 
cette  erreur  sur  les  indications  des  théories  données  précé- 
demment. Soit  donc  p  la  probabilité  approchée  d'un  évé- 
nement E  et  /?  ±  £  sa  probabilité  exacte,  la  probabilité 
que  E  aura  lieu  a  fois  dans  s  épreuves  est  une  fonction 
de  /?,  que  nous  connaissons  et  que  nous  pourrons  désigner 
par  P.  Si  dans  cette  fonction  on  remplace  p  par  />  ±  £,  elle 

devient 

^,      „         dV         e'    r/2p 

P'=rP-hs—  H 7-7-+-" 

dp  1.7.    dp^ 

OU 

€tp  1.2     <7/?' 

I®  Supposons  que  l'on  connaisse  la  valeur  absolue  de  t 
et  que  son  signe  seul  soit  inconnu,  la  probabilité  que  E 
aura  lieu  a  fois  dans  s  épreuves  est  un  nouvel  événement  E', 
qui  est  du  à  deux  causes  qui  s'excluent  mutuellement;  ces 
causes  sont  les  valeurs  p  ~\- i  et  p  —  £  de  la  probabilité 
de  E.  Sa  probabilité  sera  donc,  en  vertu  dii  principe  de  la 
probabilité  totale, 

1  P'  H_  1  P'', 

2  2 

c'est-à-dire,  en  vertu  des  formules  précédentes, 

^'^  1.2  dp^  "^        1.2.3.4  'fp'  ■^'■^^ 

Nous  avons  supposé  tacitement  que  l'on  avait  autant  de 
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raisons  de  croire  à  la  valeur  p  —  s  qu'à  la  valeur  p  -\-  î.  11 
est  clair  que,  si  ces  causes  avaient  des  probabilités  difïié- 
rentes,  il  faudrait  modifier  un  peu  notre  analyse*,  en  géné- 
ral, c'est  la  formule  (i)  qui  résoudra  la  difficulté.  On  voit 
que  l'influence  de  l'erreur  s  est  du  second  ordre,  c'est- 
à-dire  le  plus  souvent  négligeable  par  rapport  à  l'erreur  £ 
elle-même. 

2°  Supposons  la  valeur  de  s  inconnue,  l'événement  E 
pourra  être  attribué  à  chacune  des  causes  qui  sont  les 
valeurs  de  e  comprises  entre  —  oo  et  -j-  oo  ,  la  probabilité 
réelle  de  l'événement  E  sera  donc,  en  supposant  que  (^{e)ds 
représente  la  facilité  de  l'erreur  £, 


OU  bien 


/_ 


Posant  alors,  comme  plus  haut, 


X 


e'f{s)ds=zMi, 


on  aura,  pour  la  probabilité  cherchée, 

M,  dl?        M,   d'P 

P-4-  —  —  -4---^  -—-!-.... 

\      c/j)  1.2    cljP 

En  général,  Mi,  M3,  Mg  sont  nuls  et  l'expression  précé- 
dente se  réduit  seulement  à 

P  +  Miff-^.... 

2     djj^ 
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CHAPITRE  V. 

SUR   LES  COMPAGNIES   D'ASSURANCES. 


Définitions  de  quelques  termes  usuels. 

Les  Compagnies  d'assurances  ont  pour  but,  comme  Ton 
sait,  d'indemniser  les  particuliers  qui  contractent  avec  elles 
de  certains  dommages  spécifiés  à  l'avance,  moyennant  une 
rétribution  en  rapport  avec  les  risques  connus  de  part  et 
d'autre. 

On  distingue  plusieurs  espèces  de  Compagnies  d'assu- 
rances^ mais,  au  point  de  vue  auquel  nous  nous  plaçons 
dans  ce  Traité,  nous  n'aurons  à  en  distinguer  que  trois 
espèces  :  i°  les  Compagnies  d' assurances  sur  la  vie,  dont 
le  but  est  de  payer  des  rentes  ou  des  capitaux  dans  des  cir- 
constances qui  dépendent  de  l'existence  d'une  ou  de  plu- 
sieurs personnes  ^  a*'  les  Compagnies  d'assurances  sur  les 
choses,  qui  garantissent  dans  des  circonstances  spéciales  le 
rend)oursement  des  pertes  occasionnées  par  le  feu,  la  grêle, 
les  naufrages,  etc.^  3"  enfin  les  Compagnies  d'assurances 
mutuelles  et  les  tontines,  dans  lesquelles  plusieurs  per- 
sonnes s'associent  pour  s'entr'aider  mutuellement ,  en 
payant  à  frais  communs  les  dommages  causés  aux  associés 
atteints  par  certains  fléaux  spécifiés  à  l'avance. 

Les  Compagnies  d'assurances  sur  la  vie  nous  occuperont 
surtout  j  nous  n'aurons  que  peu  de  chose  à  dire  des  autres 
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Compagnies  :  ce  cfue  nous  en  dirons,  du  reste,  s'appliquera 
aux  Compagnies  d'assurances  sur  la  vie. 

On  donne  le  nom  de  prime  à  la  somme  versée  par  un 
assuré  pour  obtenir  l'avantage  qu'il  attend  de  la  Compa- 
gnie. La  prime  peut  être  unique  ou  annuelle,  semestrielle, 
trimestrielle  ;  la  prime  unique  que  Ton  paye  pour  obtenir 
le  payement  d'une  annuité  ou  rente  est  ce  que  l'on  appelle 
le  capital  constitutif  àe  la  rente. 

Donnons  encore  le  sens  de  deux  mots  qui  pourront  reve- 
nir dans  le  courant  de  ce  Chapitre  :  V actuaire  d'une  Com- 
pagnie est  l'individu  cliargé  de  faire  les  calculs  de  la 
Compagnie  ^  le  contrat  entre  l'assuré  et  la  Compagnie  porte 
le  nom  de  police. 


Considérations  sur  le  taux. 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  ferons  usage  d'une  no- 
tation uniforme,  en  nous  rapprochant  autant  que  possible 
de  celle  qui  est  en  usage  parmi  les  actuaires  français  :  nous 
désignerons  par  i  le  taux  de  l'intérêt  de  l'argent. 

Mais  il  y  a  lieu  d'entrer  dans  quelques  détails  au  sujet  de 
ce  que  nous  appelons  le  taux.  Un  grand  nombre  de  per- 
sonnes du  monde  s'imaginent  qu'elles  construisent  un  rai- 
sonnement en  résolvant  une  règle  d'intérêt  simple,  et  l'on 
voit  malheureusement  des  professeurs  de  l'Université  s'ef- 
forcer de  démontrer  la  règle  d'intérêt  en  l'assimilant  à 
une  règle  de  trois.  De  semblables  démonstrations  sont  tout 
à  fait  de  nature  à  fausser  l'esprit  des  élèves,  et  ce  que  je  dis 
de  la  règle  d'intérêt  pourrait  se  dire  également  d'un  bon 
nombre  d'autres  questions.  Si  l'on  désigne  par  C  un  capi- 
tal, c'est-à-dire  une  somme  d'argent,  la  personne  à  qui  l'on 
prête  cette  somme  la  fait  fructifier,  et  elle  s'engage  ordinai- 
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remenl  à  reconnaître  le  service  rendu  par  le  préteur  en  lui 
payant  à  des  intervalles  de  temps  réguliers  une  somme 
déterminée,  à  laquelle  on  donne  le  nom  d'intérêt;  on  C07i- 
vient  de  déterminer  cet  intérêt  AC  par  la  formule 

(i)  aC  =  C/, 

i  désignant  un  nombre  fixé  à  l'avance  et  compris  ordinai- 

rement  entre et Rien  ne  justifie  la  formule  pré- 

lOO         loo  *•  ^ 

cédente,  si  ce  n'est  l'usage.  Que  l'on  ne  vienne  pas  dire  que 
AC  doit  être  proportionnel  à  C,  sous  prétexte  que  chaque 
fraction  de  capital  porte  le  même  intérêt,  parce  qu'il  serait 
facile  de  répondre  que  l'emprunteur  ayant  besoin  d'argent, 
et  le  faisant  d'autant  mieux  fructifier  qu'il  en  a  davantage, 
doit  reconnaître  le  service  procuré  par  un  capital  double 
en  augmentant  l'intérêt,  de  manière  à  engager  le  prêteur  à 
lui  livrer  toute  sa  fortune,  plutôt  qu'à  la  morceler  dans 
diverses  affaires.  Ainsi  la  formule  AC  =  Ct  ne  peut  pas  et 
ne  doit  pas  être  démontrée  :  elle  est  simplement  l'expression 
d'une  convention  arbitraire.  Il  en  est  de  même  de  la  for- 
mule suivante,  où  t  désigne  le  temps  pendant  lequel  on 
laisse  le  capital  à  l'empruntem^  : 

(2)  AC  =  C/r, 

mais  que  l'on  n'applique  guère  que  lorsque  t  a  une  valeur 
relativement  faible,  un  an  ou  une  fraction  d'année. 
U  en  est  de  même  de  la  formule 

(3)  C-f-AC=rC(l  +  0'' 

que  l'on  applique  au  cas  où  t  représente  un  nombre  entier 
d'années.  Cette  dernière  formule  est  celle  que  nous  adop- 
terons pour  toutes  les  valeurs  de  t,  entières  ou  non,  et  cela 
pour  plusieurs  raisons  : 
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1°  Cette  formule  s'écarte  peu  de  la  formule  (2)  lorsque 
t  est  petit 5  en  effet,  la  formule  (3)  peut  s'écrire 


C-^AC 


=  C[.-...^.H-...} 


OU,  aux  termes  du  second  ordre  près, 

LC  =  Cit, 

2°  Elle  s'écarte  peu  aussi,  pour  la  même  raison,  de  la 
formule  enseignée  dans  les  lycées 

(4)  C  -i-  AC  =r  G(i  -h  iY(i  -+-/i), 

où  71  est  le  plus  grand  entier  contenu  dans  t  cl  fia.  fraction 
qui,  ajoutée  à  w,  donne  t. 

3^  Son  calcul  est  plus  facile  par  logarithmes  que  celui 
des  autres  formules  en  usage. 

4°  Elle  est  employée  par  les  grands  financiers  et  par  les 
actuaires  les  plus  distingués,  tels  que  M.  Cliarlon  (voir  son 
Traité  des  opérations  financières) . 

5°  Le  second  membre  de  cette  formule,  considéré  comme 
l'ordonnée  correspondant  à  l'abscisse  ^,  est  représenté  dans 
ses  variations  par  une  courbe  continue,  tandis  que  les  for- 
mules (2)  et  (4)  représentent  les  cordes  de  cette  courbe. 

6^  Enfin  elle  se  trouve  justifiée,  sinon  démontrée,  par  le 
raisonnement  qui  suit  :  Si  l'emprunteur  est  toujours  assuré 
de  trouver  les  capitaux  qui  lui  sont  nécessaires,  il  payera 
pour  un  temps  infiniment  petit  dt  un  intérêt  Cxdt  propor- 
tionnel au  capital  prêté  et  au  temps  dt  :  on  aura  donc 

dC  ^Ct dt, 
d'où  l'on  tire 

Vi  —  Vio  G'   , 
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OU,  en  posant  t  =  i  -h  f, 

C  =  C„(i-+-OS 

Co  désignant  le  capital  prêté  à  l'origine  du  temps  et  C  ce 
qu'il  est  devenu  au  temps  t-^  i  est  ce  que  nous  appellerons 
le  taux 

Formules  fondamentales. 

Les  Compagnies  d'assurances  doivent  être  considérées 
comme  jouant  avec  le  public  un  jeu  à  peu  près  équitable. 
Je  dis  à  peu  près,  parce  qu'elles  doivent  nécessairement  se 
réserver  un  léger  avantage  dans  cbaque  partie  jouée,  c'est- 
à-dire  dans  chacune  des  affaires  qu'elles  concluent,  afin 
d'obtenir,  dans  un  grand  nombre  d'épreuves,  un  bénéfice 
certain.  Dans  toutes  les  questions  relatives  aux  opérations 
sur  la  vie  humaine  dont  nous  allons  nous  occuper,  nous 
égalerons  l'importance  de  la  somme  espérée  par  la  Compa- 
gnie à  l'importance  de  la  somme  espérée  par  l'assuré^  le 
bénéfice  de  la  Compagnie  se  trouvera  dans  la  fixation  du 
taux  de  l'intérêt  de  l'argent  et  dans  le  choix  qu'elle  fera  d(.' 
ses  Tables  de  mortalité.  Quelques  Compagnies  bénéficient 
en  augmentant  d'une  façon  arbitraire  les  résultats  calculés-, 
c'est,  à  notre  avis,  une  façon  de  procéder  tout  à  fait  absurde  et 
sur  laquelle  nous  aurons  du  reste  à  revenir  un  peu  plus  loin. 
Nous  allons  établir  quelques  formules  fondamentales,  en 
nous  servant  de  notations  que  nous  conserverons  dans  tout 
le  courant  de  ce  Chapitre  :  i  désignera  toujours  le  taux 
annuel,  en  sorte  que  i  soit  l'augmentation  de  i  franc  au 
bout  d'un  an-,  f[x)  sera  le  nombre  de  survivants  à  l'âge  JC, 

et   alors  /    désignera  la  probabilité  qu'une  personne 

d'âge  x'  a  d'arriver  à  l'âge  x  (p.  187). 
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Je  résume  d'abord  dans  un  petit  tableau  les  formules 
relatives  à  la  probabilité  de  la  vie  humaine,  démontrées  au 
Chapitre  précédent  (p.  187  et  194),  et  qui  nous  seront  prin- 
cipalement utiles  dans  la  théorie  des  assurances  : 

probabilité  qu'une  personne  d'âge  a  arrivera  à  l'âgé  a-\-n\ 

f{a+n)   f{b  +  n) 


(2) 


/(«)  f{b) 


probabilité  que  deux  personnes  d'âges  a  et  b  ont  de  vivre 
encore  ensemble  n  années  ^ 

.ON  f[a-^ri)  f{b-hn)  /(c-f-zQ 

^^  /(«)  fW  Ac)       ' 

probabilité  que  trois  personnes  d'âges  «,  ^,  c  ont  de  vivre 
encore  ensemble  n  années  ; 


(4)  ^--ji^    «-    -      7(^) 

probabilité  qu'une  personne  d'âge  a  mourra  avant  n  années  -, 


">     (-^^')(- 


fW 


probabilité  que  deux  personnes  d'âges  a  et  b  mourront 
toutes  deux  avant  jî  années  ; 


'»'  {-'-7$r) 


/(h  +  n) 

i4 
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probabilité  que  la  personne  d'âge  b  survivra  après  n  années 
à  celle  d'âge  a  -, 


(7)         — ?7— "r         ....        -1 


A^)  A^)  /MAK 


probabilité  que  l'une  des  deux  personnes  d'âges  a  et  b  sera 
morte  dans  n  années  et  l'autre  en  vie  ^ 

/8^  /(^  +  ^)    ,    /(^  +  »)  _  /(^-4-/^)/(fe  +  /^) 

probabilité  que  l'une  des  deux  personnes  d'âges  a  et  ^  au 
moins  sera  morte  dans  n  années  ; 


Ceci  posé,  désignons  par  Q^^  la  valeur  actuelle  de  i  franc, 
que  l'on  ne  doit  payer  que  si  une  personne  d'âge  a  vit  au 
bout  de  n  années,  et,  par  valeur  actuelle^  il  va  sans  dire 
que  nous  désignons  l'importance  de  la  somme  espérée  à  la 
mort  de  la  personne  en  question. 

La  valeur  de  Q"  n'est  autre  chose  que  l'espérance  mathé- 
matique du  franc  payable  dans  n  années,  si  la  personne 
d'âge  a  est  en  vie  alors.  Or,  si  cette  somme  n'était  soumise 
à  aucune  éventualité,  elle  vaudrait  (i  4-  i)~"^  en  la  multi- 
pliant par  la  probabilité  — j-. — r — -  que  la  personne  vivra 
dans  n  années,  on  obtiendra  la  valeur  cherchée  :  donc 


(9)  q;  =  (.  +  o-"=^^ 


et  il  va  sans  dire  que  la  valeur  actuelle  d'une  somme  de 
c  francs  payable  dans  les  mêmes  conditions  sera  cQ". 

La  valeur  actuelle  Q"^  d'une  somme  de  i  franc  payable 
dans  n  années,  si  deux  personnes  d'âges  a  ei  b  sont  en  vie 
alors,  sera  l'espérance  de  cette  somme  ou  le  produit  de 
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-f-  i)~"  par  la  probabilité  (2)  :  on  aura  donc 

fia-^nlfib^n) 


(10)  q;;.  =  (i  +  o- 


/(«)       fW 


La  valeur  Q"^^  ^^  ^  franc  payable  dans  n  années,  si  trois 
personnes  d'âges  a,  b^  c  sont  en  vie  alors,  est  le  produit 
de  (i  -h  i)~"  par  la  probabilité  (3),  ou 

(iij         y„.c-tl  +  ';  f[a)f[b)f[c) 


La  valeur  actuelle  d'une  somme  de  i  franc  payable  dans 
n  années,  si  une  personne  d'âge  b  survit  au  bout  de  ces 
n  années  à  une  personne  d'âge  a,  sera  (i  -f- 1)~"  multiplié 
par  la  probabilité  (6),  ou 


f(a-^n)\  f{b-^n\ 


ce  que  l'on  peut  encore  écrire 

La  valeur  actuelle  d'une  somme  de  i  franc  payable  dans 
n  années,  si  l'une  quelconque  des  deux  personnes  d'âges  a,  b 
est  morte  et  si  l'autre  est  en  vie,  est 

La  valeur  actuelle  d'une  somme  de  i  franc  payable  dans 
n  années,  si  deux  personnes  d'âges  aet  b  sont  mortes  toutes 
deux,  ou  si  l'une  des  deux  est  en  vie,  est 

Q«  +  Q6  -  Q«^, 

14.'" 


212  CALCUL   DES    PROBABILITÉS. 


Des  annuités  viagères. 


On  donne  le  nom  ^'annuités  ^viagères  à  une  série  de 
sommes  payables  annuellement,  tant  qu'une  ou  plusieurs 
personnes  sont  en  vie  : 

1°  Calculons  d'abord  la  valeur  de  l'annuité  viagère  de 
I  franc  sur  une  tête  d'âge  a.  Si  l'on  désigne  par  C^  cette 
valeur,  elle  sera  évidemment  égale  à  la  somme  des  espé- 
rances mathématiques  de  i  franc  payable  au  bout  d'un  an, 
deux  ans,  trois  ans,  etc.,  si  la  personne  en  question  est  en 
vie  au  bout  d'un,  deux,  trois  ans,  etc.  On  a  donc,  en  con- 
servant les  notations  du  paragraphe  précédent, 

la  suite  qui  entre  dans  le  second  membre  devant  être  pro- 
longée jusqu'à  ce  que  l'on  rencontre  un  terme  nul  prove- 
nant de  ce  que,  au  bout  d'un  certain  temps,  toutes  les 
personnes  d'âges  a  seront  certainement  mortes.  Si  l'on 
désigne  par  w  l'âge  le  plus  avancé  auquel  un  homme  puisse 
arriver,  le  dernier  terme  de  la  suite  sera  Q^"*^. 

Remarque.  —  Si  l'annuité  en  question  était  payable 
d'avance,  il  faudrait  encore  ajouter  au  second  membre  de 
la  formule  (i)  le  franc  payable  au  commencement  de  la 
première  année  ^  ainsi  l'annuité  payable  d'avance  est  i  -]-€«. 

2°  Calculons  maintenant  l'annuité  viagère  sur  deux 
têtes  Qabt  c'est-à-dire  la  valeur  d'une  série  de  sommes  égales 
à  I  franc,  payables  tant  cjue  deux  personnes  d'âges  a  ei  b 
seront  en  vie  5  la  valeur  de  cette  annuité  est  la  somme  des 
espérances  mathématiques  Q',^,  Q]^^,  Q^^, ...  de  i  franc, 
que  l'on  obtient  à  la  fin  de  chaque  année  si  les  deux  per- 
sonnes en  question  sont  en  vie.  On  a  donc 


Ca6  =  Q:,b-^Q'aO-^Qu 


ab 
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le  dernier  terme  du  second  membre  de  cette  formule  étant 
de  la  forme  Q^f"^  ou  QatT^i  selon  que  a  est  plus  ou  moins 
âgé  que  b.  Aous  ferons  encore  remarquer  que,  si  l'annuité 
était  payable  d'avance,  sa  valeur  serait  non  plus  C^j,  mais 

3°  Sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister  beaucoup  sur  cette 
question,  on  voit  que  l'annuité  viagère  Cabc  sur  trois  tètes 
est 

(  3  )  Caôc  =  (i:.bc  -+-  Qabc  -^-  Qabc  -+--... 

Les  nombres  que  nous  avons  désignés  par  C„,  C^^,  CaOc-)-  •  • 
sont  d'un  usage  fréquent  dans  la  théorie  des  assurances  5  il 
importe  de  montrer  comment  on  peut  les  calculer.  L'appli- 
cation directe  des  formules  (i),  (2),  (3)  serait  fastidieuse, 
et  il  a  fallu  songer  à  les  modifier  ;  plusieurs  procédés  ont 
été  proposés,  et  nous  allons  successivement  les  faire  con- 
naître. 

Si  l'on  veut  calculer  les  valeurs  de  Ci,  C2,  C3, . . . ,  C^, 
pour  dresser  un  tarif  d'annuités  viagères  avec  une  table  de 
mortalité  donnée,  on  peut  procéder  comme  il  suit  : 

On  commence  par  dresser  une  Table  des  nombres  que 
j'appellerai  Dj,  Dg,...,  D^,  et  définis  par  la  relation  (*) 

D.  ==/(«)  (i-f-/)-"; 

il  est  clair  que  l'on  a  alors,  en  vertu  de  la  formule  (9)  du 


(*)  Maas,  dans  son  Traité  des  annuités  viagères,  a  préféré  diriger  le  cal- 
cul d'une  autre  manière  :  il  pose 

On  a  alors 
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paragraphe  précédent, 

et,  par  suite,  la  formule  (i)  devient 


^        D«^.,-^D„^.2-+-D,^3.  -. 

"-"-                    D. 

et,  en  posant 

E„  =  D„  -1-  D^^.,  4-  .  .  .  -f-  D„, 

il  vient 

(4) 

Après  avoir  dressé  une  Table  des  nombres  D^,  il  suffira 
donc  de  les  ajouter,  en  commençant  par  les  derniers,  pour 
former  une  table  des  nombres  E^,  d'où  l'on  conclura  faci- 
lement les  nombres  que  nous  avons  appelés  C^. 

Cette  méthode  peut  être  remplacée  par  une  autre,  qui 
s'applique  aussi  avec  la  même  facilité  aux  annuités  sur 
deux  têtes. 

Si  dans  la  formule  (  i  )  nous  changeons  a  en  «  -h  i ,  nous 
trouvons 

(A)  u^.  =  q;.4-.  +  q.u,4-...; 

or,  si  l'on  se  reporte  à  la  valeur  de  Q^,  on  a 


N-/1 


/{a  -y-i)'       '  ^"         q; 
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La  formule  (A)  peut  alors  s'écrire 

va 
ou  bien 

OU  bien  enfin 

(5)  C«  =  QA(i  +  C.H.,), 

formule  que  l'on  aurait  pu  écrire  immédiatement,  en  obser- 
vant que  l'annuité  sur  une  tête  d'âge  a  est  une  annuité  sur 
une  tête  d'âge  a  -f-  i  payable  d'avance,  ou  i  -f-  Ca+i  rame- 
née à  ce  qu'elle  serait  un  an  avant  le  premier  versement,  à 
l'aide  du  multiplicateur  Q^.  De  la  formule  précédente  on 
tire 

C._.  =^  Q:_,(i  -h  C.),     C._.,  =  Q^_,(i  +  C._.), .  .  .  , 

et  l'on  peut  faire  ainsi  le  calcul  de  proche  en  proche  des 
quantités  C^,  quand  on  a  calculé  les  quantités  Q^.  Quant 
à  C„,  il  est  évidemment  nul,  en  sorte  que 

Les  quantités  Cab  se  calculent  d'une    façon  analogue^ 
ainsi  l'on  a 

(B)  Ca+\,b-h\=^  Q«-t-i,i+i-^  Q.a^i.b^i-^  ■  •  " 

Or  on  a 

Qa..  ...-  7(«^  0/(^  +  0  ^      ^  ^ 

f{a-^i)f(h-\-i 


fW)f[b) 


ï  +  0-'-=Q".V:Qai- 
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La  formule  (B)  devient  alors 

ou  bien 

formule  analogue  à  l'équation  (5)  et  qui  sert  à  calculer 
Cab  en  fonction  de  €«+1,^+1*,  on  pourra  donc  dresser  une 
Table  de  C^/,,  en  observant  que  C^  ^^  =  0,  quel  que  soit  /r,  et 
en  calculant  une  Table  des  nombres  Q^„  :  on  aurait  de 
même 

et  ainsi  de  suite. 

Les  méthodes  précédentes  sont  excellentes  pour  con- 
struire des  tarifs,  mais  elles  présentent  souvent  des  incon- 
vénients, auxquels  le  paragraphe  suivant  a  surtout  pour  but 
d'obvier. 


Calcul  rapide  des  annuités  viagères. 

On  distingue  plusieurs  espèces  d'annuités  :  i®  l'annuité 
payable  par  année,  ou  l'annuité  proprement  dite,  que  nous 
avons  appris  à  calculer  au  paragraphe  précédent  5  2°  l'an- 
nuité payable  par  semestre,  par  trimestre,  par  mois,  etc.; 
3°  l'annuité  continue. 

Une  annuité  est  dite  payable  par  semestre  et,  en  général, 

par  fractions  -  d'année,  lorsqu'elle  se  touche  par  moitiés 
ou,  en  général,  par  fractions  de  -?  chaque  semestre  ou 
chaque  fraction  -  d'année.  Ainsi,  par  exemple,  une  annuité 
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de  12  francs,  payable  par  mois,  se  compose  de  sommes 
égales  à  i  franc,  payables  tous  les  mois. 

L'annuité  continue  est  une  annuité  payable  par  portions 
infiniment  petites  à  des  intervalles  de  temps  infiniment 
petits.  La  considération  de  l'annuité  continue  est,  comme 
nous  le  verrons,  de  la  plus  haute  importance.  Nous  dési- 
gnerons par  'C^  l'annuité  de  i  franc,  payable  à  des  inter- 
valles égaux  à  i  et  reposant  sur  une  tête  d'âge  a-,  'C^z,  sera 
l'annuité  payable  à  des  intervalles  égaux  à  f  et  reposant 
sur  deux  têtes  d'âges  a  et  Z>,  etc.  En  employant  cette  no- 
tation, les  annuités  continues  de  i  franc  seront  ^^C^,  ^C^j,...^ 
les  annuités  ordinaires  seront  *C,^,  ^C^i, 

Calculons  'C«^  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait 
plus  haut  pour  l'annuité  ordinaire,  il  est  facile  de  voir 
que  l'on  a 

Si,  dans  cette  formule,  on  fait  tendre  t  vers  zéro,  on  trouve 

on  aurait  de  même 

et  ainsi  de  suite. 

Il  est  bien  difficile  de  donner  des  règles  précises  pour  le 
calcul  des  quantités  €«,  ^C«,  'C^,. .  .,  dont  on  a  cependant, 
à  chaque  instant,  besoin.  Voici  cependant  quelques  indi- 
cations générales.  Lorsque  l'on  aura  la  Table  de  mortalité 
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sur  laquelle  on  doit  opérer,  on  commencera  par  V ajuster, 
c'est-à-dire  par  régulariser  ses  indications,  ainsi  que  nous 
avons  appris  à  le  faire  au  Chapitre  précédent.  On  observera 
ensuite  que,  si  l'on  construit  la  courbe,  dont  l'ordonnée 

est  — — [i  -\~i)  '^,  la  quantité  "La  sera  1  aire  de  cette 

courbe  et  'C^  sera  l'aire  des  rectangles  inscrits  dans  cette 
courbe,  ayant  pour  base  la  quantité  t.  Deux  procédés  s'of- 
friront alors  pour  effectuer  le  calcul  de  ^C^  :  i°  les  méthodes 
de  quadrature,  et  il  conviendra  de  donner  la  préférence  à 
celle  de  Poncelet,  qui  seule  est  capable  de  faire  connaître 
une  limite  de  l'erreur  commise  dans  les  calculs  ^  2°  les  mé- 
thodes d'interpolation.  Ces  dernières  méthodes,  discutées 
avec  soin,  feront  connaître  sur  quel  degré  d'exactitude  on 
peut  compter,  en  remplaçant  la  Table  de  mortalité  par  la 
fonction  interpolatrice.  Il  conviendra,  pour  faciliter  les  cal- 
culs, de  poser 

/(x)  =:Ae*^-f- ^>6?^'-+-C<?"-h 

Du  reste,  la  loi  de  Gompertz,  qui  est  assez  bien  vérifiée 
sur  certaines  Tables,  semble  indiquer  tout  naturellement 
cette  forme  pour  la  fonction  f{x).  En  adoptant  ainsi  la 
forme  exponentielle,  l'intégration  de  /*(« -f-:c)  (i -h  i)~^ 
devient  très-simple  et  le  calcul  de  ^C^,  de  ^Qabi-  -  •  devient 
très-facile  pour  un  taux  quelconque-,  les  calculs  des  an- 
nuités 'Ca,. . .  se  réduisent  aussi  à  des  sommations  de  pro- 
gressions géométriques  et  il  devient  inutile  de  dresser  toute 
une  Table  d'annuités  intermédiaires  pour  calculer  celle 
dont  on  a  besoin. 

Lorsque  l'on  n'a  pas  besoin  d'une  très-grande  exactitude, 
on  peut  poser,  en  vertu  de  la  formule  d'Euler,  qui  sert  à 
exprimer  les  sommes,  au  moyen  des  intégrales  et  vice  versa; 
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on  a  ainsi 


t  t^   f'{a)    . 

_l —^ ^ r-  .  .  .  , 

2         12    f  [a] 

ce  que  l'on  peut  écrire  en  se  bornant  aux  premiers  termes 

t 

2 

faisant  /=  i ,  on  a 

2 

d'où  Ton  tire 

1  t 

y^a ^a  ~f~  ""   ~~  \ 

2  2 

telle  est  la  formule  approchée  dont  on  fait  usage  pour  cal- 
culer les  annuités  semestrielles  et  trimestrielles  ^  elle  four- 
nit pour  l'annuité  semestrielle  la  valeur  Ca-f-  -f»  pour  l'an- 

nuité  trimestrielle  la  valeur  C^  H ou  C^  -f-  77  ;  mais 

20  o 

l'approximation  ainsi   obtenue  est  grossière.    On  conçoit 

difficilement  la  stupidité  de  quelques  assureurs  qui,  faisant 

usage  de  formules  aussi  peu  exactes,  se  donnent  la  peine  de 

calculer  des  annuités  avec  huit  chiffres  et  les  valeurs  de 

leurs  contrats  en  cours  avec  cet  ordre  d'approximation  (*)! 


(*)  C'est  peut-être  ici  l'occasion  de  critiquer  la  manière  dont  quelques 
actuaires  apprécient  les  formules  qu'on  leur  soumet.  Ces  actuaires,  qui  osent 
se  dire  mathématiciens  y  appliquent  la  formule  en  question  à  un  exemple 
numérique;  s'ils  trouvent  le  résultat  d'accord  avec  leurs  tarifs  (qui  sont  en 
général    faux),  ils  la  regardent  comme  bonne;  dans  le  cas  contraire,  ils  la 
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Ce  que  nous  avons  dit  pour  les  annuités  sur  une  seule 
tête  peut  se  répéter  à  propos  des  annuités  reposant  sur  un 
plus  grand  nombre  de  têtes  ^  nous  ne  nous  étendrons  donc 
pas  plus  longtemps  sur  ce  sujet. 

(Foir,  dans  le  tome  1"  du  Journal  des  Actuaires,  l'ar- 
ticle de  M.  Acliard  sur  les  annuités  viagères.) 

Formules  fondamentales  relatives  aux  assurances  sur  la  vie. 

A  côté  des  nombres  que  nous  avons  désignés  par  C«,  C«5, 
^abc,  '  -  ")  viennent  se  ranger  une  série  d'autres  nombres, 
qui  jouent  un  rôle  important  dans  la  théorie  des  assurances 
et  que  nous  allons  apprendre  à  calculer. 

Désignons  par  P^  la  valeur  actuelle  d'une  somme  égale 
à  I  franc  que  l'on  doit  payer  au  décès  d'une  tête  d'âge  a, 
à  quelque  époque  qu'ait  lieu  le  décès.  La  valeur  de  P.^ 
est  évidemment  égale  à  la  somme  des  espérances  mathéma- 
tiques de  sommes  égales  à  i  franc  ramenées  à  leurs  valeurs 
actuelles  et  que  l'on  peut  obtenir  à  une  époque  quelconque, 
si  le  décès  de  la  tête  d'Age  a  a  eu  lieu  à  cette  époque. 

La  probabilité  que  la  tête  en  question  s'éteindra  au 
bout  du  temps  x,  à  une  époque  comprise  entre  x  eix-+-dx^ 

est  le  produit  de  la  probabilité  —~ que  cette  tête  vivra 

à  l'époque  x^  par  la  probabilité  que,  ayant  atteint  Tàge 
a  -h  X,  elle  n'atteindra  pas  l'âge  a-h  x  -\-  dx  ou 

_  /(  g  -f-  j:  -f-  dx) 


rejettent  sans  s'inquiéter  de  savoir  si  les  méthodes  qui  y  conduisent  sont 
justes  et  rigoureuses.  De  telles  absurdités  se  passeraient  de  commentaires 
si  l'esprit  de  routine  ne  les  avait  profondément  ancrées  dans  les  habitudes. 
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ainsi  la  probabilité  que  la  tête  d'âge  a  s'éteindra  dans  le 
laps  de  temps  considéré  dx  est 

/(  «  -I-  .r  )  f"  /(rt  -+-  .r  H-  d.r)  "|  clf{a-\-x) 


En  multipliant  cette  probabilité  par  la  valeur  actuelle 
(i  -f-  i)~^  de  I  franc,  on  aura  l'espérance  mathématique 
relative  à  l'événement  dont  on  vient  de  calculer  la  probabi- 
lité j  enfin  en  ajoutant  toutes  les  espérances  analogues  rela- 
tives aux  valeurs  de  x^  comprises  entre  zéro  et  la  limite  ex- 
trême de  la  vie,  on  aura 


Plusieurs  méthodes  peuvent  être  employées  dans  l'éva- 
luation de  Prt*,  la  meilleure  consiste  à  intégrer  par  parties, 
ce  qui  donne 

ou  bien,  en  développant  log  (1  +  0  par  la  formule  i -, 

L'intégrale  qui  figure  dans  cette  formule  est  l'annufté  conti- 
nue ^Crt,  en  sorte  que  l'on  a 


p^  —  I  _  /  or   ^  L  or   „  ,  _     ou     =  I  —  »Ca  lo£:  (14-  /' 


J. 
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Quelques  Compagnies  appliquent  la  formule  approchée 

(3)  P,  =  i-/C„ 

et ,    chose   monstrueuse  !    elles    calculent  P^   avec   quatre 
chiffres I  quelquefois  avec  huit!  L'erreur  relative  est  à  peu 

près  —  Ca-  En  prenant  €«=  lo,  terme  moyen,  et  i  =  o,o4, 
on  trouve  pour  cette  erreur  environ  • 

^  100 

Il  est  bon  toutefois  de  se  rendre  compte  de  ce  que  repré- 
sente le  second  membre  de  la  formule  (3),  et  de  voir  dans 
quelles  limites  le  public  ou  la  Compagnie  doit  se  consi- 
dérer comme  lésé  par  un  contrat  d'assurance  sur  la  vie.  La 
quantité  P^  est  la  prime  unique  que  Ton  devrait  payer  à  la 
Compagnie  pour  obtenir  i  franc  le  jour  du  décès  de  la  tête 
d'âge  a-^  cherchons  la  prime  que  l'on  devrait  payer  pour 
obtenir  i  franc,  non  plus  le  jour  même  du  décès  de  la  tête  a, 
mais  à  la  fin  de  l'année  où  a  lieu  le  décès. 

La  probabilité  que  le  décès  aura  lieu  après  x  années, 
mais  avant  x  -}-  i  années,  est,  en  vertu  du  principe  de  la 
probabilité  composée, 


i  I    I  —   '.   I      ou     — ^^ -— î 

f{a)       l  Aa  +  x)      \  f(a) 


L'espérance  mathématique  correspondante  est 
et,  par  suite,  la  prime  à  payer  sera 

(4)     n,Jffc^)^^5^-j). -.,)--'; 
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enfin  si  (chose  absurde  en  elle-même)  la  somme  devait  être 
payée  au  commencement  de  l'année  où  a  lieu  le  décès,  la 
prime  correspondante  serait 


f{a  +  oc)  -fia  +  .r-4-l)       _^ 


■('+'), 


(5)      <  =  1  /(« 

xmo 

Calculons  d'abord  II'^^  on  peut  écrire 

o  o 

et,  si  l'on  se  reporte  à  la  définition  du  nombre  C„, 

n'«  =  i-+-c«  — (i-+-/)c„ 
ou  enfin 

n;  =  I  —  iCa. 


Ainsi  les  Compagnies  dont  nous  avons  parlé  tout  à  l'heure 
font  payer  les  primes  des  assurances  comme  si  les  décès 
avaient  lieu  au  commencement  de  l'année  où  ils  ont  lieu 
réellement.  Les  formules  (4)  et  (5)  montrent  que  n^  est 
égal  à  n'^  au  facteur  près  i  -f- 1  :  on  a  donc 


Cette  dernière  formule  pourrait  à  la  rigueur  s'appliquer, 
en  prenant  pour  unité  de  temps  le  trimestre,  parce  que, 
dans  la  pratique,  il  s'écoule  toujours  un  mois  ou  deux  avant 
que  les  constatations  légales  et  les  formalités  à  remplir  per- 
mettent de  payer  les  héritiers  d'un  assuré  5  mais  alors,  en 
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reprenant  l'année  pour  unité  de  temps,  on  devrait  prendre 


î  —  i  *a 


4' 


encore  cette  formule  ne  serait-elle  pas  très-exacte,  parce 
que  le  taux  trimestriel  n'est  pas  j »  mais  bien  (  i  -h  t)  *  —  i . 
Du  reste,  en  posant 

_  I  — rt[(i[-f-/)«-iJ -C, 


Va 

I 
I  -h  -i 
n 


ce  qui  reviendrait  à  payer  les  sommes  assurées  lorsqu'il 
s'est  écoulé  une  fraction  -  complète  d'année,  et  en  fai- 
sant /z  =  00  ,  on  retrouve  la  formule  (2). 

Calculons  la  somme  P^^^  qu'il  faudrait  payer  actuelle- 
ment pour  obtenir  i  franc  au  premier  décès  de  deux  per- 
sonnes A,  B  d'âges  a  et  b. 

Si  l'on  désigne  par  d(£>  la  probabilité  que  l'une  de  ces 
personnes  mourra  après  x  années,  mais  avant  x  H-  dx  an- 
nées, l'autre  étant  encore  vivante,  on  aura,  en  raisonnant 
comme  tout  à  l'heure. 


(6)  p,,=  r"rf^ 

«/o 


I  -i- 1 


Reste  à  calculer  d(^.  Cette  probabilité  est  une  probabilité 
totale  égale  à  la  somme  des  probabilités  :  1°  que  A  vivra  à 
l'époque  x,  mais  que  B  mourra  à  cette  époque  dans  le  laps 
de  temps  dx-^  2°  que  B  vivra  à  l'époque  jc,  mais  que  A  mourra 
à  cette  époque  dans  le  laps  de  temps  dx.  La  première  de 
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ces  probabilités  partielles  est  le  produit  de  la  probabilité 

que  A  vivra  à  l'époque  x -\-  dx  ou  '~fr~\ ">  P^^  ^^ 

probabilité '- — jrj-s —    ^^6  B  mourra  dans  le  laps  de 

temps  dx.  On  trouverait  pour  la  seconde  probabilité  par- 
tielle une  expression  analogue  :  on  a  donc,  en  négligeant 
les  quantités  du  second  ordre, 

fl    -—  fr^— —  ^-/(^'^    •^)    _  /('^  +-^)  d,f[a  4-.r)1 

^  '    L  A^i      fw        f{b)  '    /{a)    y 

OU  bien 

La  formule  (6)  devient  ainsi 

OU  bien,  en  intégrant  par  parties. 


t/o 

c'est-à-dire 

p„6==i  — iog(n-//a6. 

Telle  est  la  véritable  valeur  de  P^^,  que  l'on  remplace  par- 
fois par  I  —  tCrtj,  en  commettant  ainsi  une  erreur  qui 
atteint  le  centième.  Les  nombres  P^j,  pas  plus  que  les 
nombres  P«,  ne  doivent  donc  être  calculés  avec  plus  de 
deux  décimales  quand  on  fait  usage  de  la  formule  très- 
inexacte 

l5 
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On  trouverait  d'une  façon  analogue  la  somme  à  payer  pour 
obtenir  i  franc  au  premier  décès  de  3,  4î  •  •  •  personnes. 

Désignons  enfin  par  (  ,  )  la  somme  qu'il  faudrait  payer 

pour  obtenir  i  franc  au  décès  de  la  tête  B  si  la  tète  A  lui 
survit,  les  âges  respectifs  de  B  et  de  A  étant  toujours  beta. 
Nous  avons  vu  tout  à  l'heure  que  la  probabilité  que  B 
mourra  dans  l'intervalle  de  temps  dx  et  que  A  vivra  encore 
à  cette  époque  était 

/(a-^.r)d.f(.b-^.T)  f{a-hx)  f  {h -^  x) 

fi-)        A^)      ~       fi-)       A^)     '''• 

L'espérance  mathématique  correspondant  à  cette  proba- 
bilité s'obtiendra  en  la  multipliant  par  (iH-t)~',  et  l'on 
aura,  par  suite, 

Pour  évaluer  cette  intégrale ,  nous  partirons  de  la  for- 
mule qui  donne  l'annuité  continue,  à  savoir  : 

On  en  déduit 

/{b)  »C„»  ■.r.r  lil±^f{b  +  x)(,  H-  ,)-dx, 

et,  en  différentiant  par  rapport  à  Z>, 
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la  formule  (^)  devient  alors 

Telle  est  la  formule  exacte  qui  fournit  la  valeur  de  [.)'•, 
mais  on  sait  que  l'on  a,  en  général, 

^-iP = ^''(*)  -  5  ^'^(*)  ^,- 1  ^'^{è)  - . . . , 

la  série  devant  être  arrêtée  dès  que  l'on  rencontre  des  dif- 
férences suffisamment  petites.  En  faisant  usage  de  cette 
relation,  la  formule  (8)  devient 

(ê)  == -/(T)  î  ^'t^(*)  °^"']  -  ^  ^'[■^(*) '^"'1 -^- ■  •  !' 
ou,  à  fort  peu  de  chose  près. 


0 


'^    =7(^[/(*)C.*-/(*  +  i)C.,«H-, 


ou 


il)- 


Si  l'on  voulait  plus  d'exactitude,  les  calculs  deviendraient 
assez  pénibles,  et  ce  qu'il  y  aurait  de  mieux  à  faire  serait 
de  substituer  à  l'annuité  continue  l'annuité  mensuelle  ou 
trimestrielle,  et  à  l'année  le  mois  ou  le  trimestre. 

Principe  de  la  composition  des  contrats. 

Toutes  les  questions  relatives  aux  opérations  des  Com- 
pagnies d'assurances  sur  la  vie  peuvent  se  résoudre  à  l'aide 

i5. 
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J'un  principe  bien  simple,  auquel  je  donnerai  le  nom  de 
pj'incipe  de  la  composition  des  cojitrats,  et  qui  a  beaucoup 
d'analogie  avec  le  principe  de  d'Alembert  en  Mécanique, 
en  ce  sens  qu'il  permet  pour  ainsi  dire  d'écrire  les  résultats 
d'un  calcul  sans  passer  par  tous  les  intermédiaires  qu'exi- 
geraient les  règles  ordinaires  du  Calcul  des  probabilités, 
de  même  que  le  principe  de  d'Alembert  permet  d'écrire  les 
équations  du  mouvement  sans  passer  par  l'étude  indivi- 
duelle du  jeu"  de  chacune  des  forces  du  système  que  l'on 
soumet  à  l'analyse. 

Le  principe  de  la  composition  des  contrats,  que  l'on 
n'apprend  bien  qu'en  l'appliquant  fréquemment,  a  pour 
but  de  faire  connaître  le  prix  d'une  opération  financière  sur 
la  vie^  il  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Pouj^  déterminer  le  piix  d'un  contrat,  il  suffit  de  le 
remplacer  par  d'autres  dont  les  prix  sont  connus,  et  qui 
procurent  à  l'assuré  et  à  la  Compagnie  des  avantages 
identiques,  et  de  faire  la  somme  algébrique  des  prix  de 
tous  ces  contrats. 

Ce  principe  est  aussi  évident  que  le  principe  de  d'Alem- 
bert sur  le  mouvement  des  systèmes  \  si  l'^i  ne  pense  pas  à 
l'appliquer,  on  peut  être  entraîné  à  des  calculs  fort  longs  ; 
de  même  le  principe  de  d'Alembert  n'est  pas  indispensable, 
mais  il  simplifie  considérablement  la  mise  en  équation  des 
problèmes  de  Dynamique. 


Des  rentes  viagères. 

Le  mot  rente^sl  synonyme  d'annuité,  mais  il  s'emploie* 
surtout  pour  désigner  l'annuité  payée  par  une  Compagnie. 
La  prime  annuelle,  semestrielle,  etc.,  est  l'annuité  que 
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reçoit  la  Compagnie  pour  un  avantage  qu'elle  procure  en 
échange. 

Nous  allons  montrer  comment  on  peut  calculer  le  prix 
des  difï'érentes  espèces  de  rentes  que  les  Compagnies  servent 
à  leurs  clients  : 

1°  La  rente  viagère  immédiate  est  celle  que  la  Compa- 
gnie sert  à  un  ou  plusieurs  individus  dès  qu'elle  a  reçu  le 
capital  constitutif  de  cette  rente,  c'est-à-dire  un  an  après 
le  versement  de  ce  capital  si  la  rente  est  annuelle,  six  mois 
après  si  elle  est  semestrielle,  trois  mois  après  si  elle  est 
trimestrielle,  etc.  Nous  avons  appris  à  calculer  le  prix  de 
l'annuité  viagère  sur  une  ou  plusieurs  têtes  réunies,  et  nous 
n'avons  rien  à  ajouter  aux  détails  déjà  donnés  à  cet  égard. 

2°  La  rente  est  différée  de  n  années  lorsque  le  bénéfi- 
ciaire ne  la  touche  que  n  années  après  le  versement  du 
capital  constitutif.  Une  rente  différée  d'un  an  et  payable 
par  année  est  une  rente  immédiate. 

Le  prix  d'une  rente  de  i  franc,  différée  de  ji  années  et 
reposant  sur  une  tête  d'âge  «,  étant  représenté  par  C^,  sa 
valeur  dans  n  années  sera  celle  d'une  rente  immédiate 
reposant  sur  une  tête  d'âge  a-hnow.  C^^»  :  sa  valeur  actuelle 
est  donc  Q^Cn+nt  et  l'on  a  [voir  p.  212) 


a-v-n 


f[a)       ••        ^'  ^°-"    D« 

Si  l'on  désigne  par  C"^  la  valeur  de  i  franc  de  rente,  dif- 
férée de  n  années  et  reposant  sur  deux  têtes  d'âges  «  et  ^, 
on  aura  d'une  manière  analogue  (p.  2x5) 

et  ainsi  de  suite. 
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3°  Une  rente  temporaire  est  une  rente  dont  on  ne  jouit 
que  pendant  un  certain  temps.  Si  l'on  veut  calculer  le  prix 
d'une  rente  temporaire  de  i  franc  durant  ii  années  et  repo- 
sant sur  une  tête  d'âge  a,  il  suffit  d'appliquer  le  principe 
de  la  composition  des  contrats  et  de  considérer  que  le  béné- 
ficiaire est  dans  le  même  état  que  s'il  avait  pris  une  rente 
viagère  C«  en  s'engageant  à  payer  une  rente  dilFérée  de 
ji  années  à  la  Compagnie  dont  la  valeur  actuelle  est  Cf,.  Le 
prix  d'une  rente  temporaire  de  i  franc  reposant  sur  une 
tête  d'âge  a  et  durant  Ji  années  est  donc 

Si  la  rente  reposait  sur  deux  têtes  d'âges  a  et  b^  elle  aurait 
pour  valeur 

et  ainsi  de  suite. 

4°  Une  rente  de  survie  est  une  rente  sur  deux  têtes  que 
l'on  ne  paye  qu'au  décès  d'une  des  deux  têtes.  Une  rente 
de  survie  peut  être  payable  :  i**  au  survivant  désigné;  2°  à 
l'un  quelconque  des  survivants. 

Le  prix  d'une  rente  de  survie  égale  à  i  franc,  reposant 
sur  deux  têtes  d'âges  a  et  b  et  payable  si  la  première  tête 
survit  à  la  seconde,  s'obtient  par  le  principe  de  la  compo- 
sition des  contrats,  en  observant  que  la  Compagnie  qui  sert 
la  rente  se  trouve  dans  le  même  état  que  si  elle  avait  fait 
pour  ses  clients  deux  contrats,  le  premier  C^  assurant  une 
rente  viagère  à  la  tête  d'âge  «,  et  le  second,  — C^i,  obli- 
geant les  assurés  à  rendre  i  franc  de  rente  tant  qu'ils  sont 
en  vie  tous  les  deux.  Le  prix  de  la  rente  de  survie  au  pro- 
fit de  la  tête  d'âge  a  est  donc 
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la  valeur  de  la  rente  de  survie  au  profit  de  l'autre  tête  est 

Ci L>ab  î 

enfin  le  prix  de  la  rente  payable  au  premier  décès  s'obtient 
en  faisant  simultanément  les  deux  contrats  précédents  :  son 
prix  est  donc 

Ca  -t-  Ci  sCflô. 

5°  Une  rente  sur  deux  têtes  A  et  B,  réversible  en  totalité 
ou  en  partie  sur  l'une  des  têtes,  est  une  rente  que  l'on  con- 
tinue à  servir  en  totalité  ou  en  partie  à  l'une  au  décès  de 
l'autre. 

Pour  avoir  le  prix  d'une  rente  de  i  franc  sur  deux  têtes 
d'âges  «  et  Z>,  réversible  pour  la  fraction  p  au  profit  de  la 
pfemière  tête,  il  faut  observer  que  la  Compagnie  se  trouve 
dans  le  même  état  que  si  elle  payait  la  rente  p  viagère  à 
la  tête  d'âge  a  et  la  rente  i  —  p  tant  que  les  deux  têtes 
existent  ensemble.  On  a  donc  pour  le  prix  cliercbé 

pCa  -f-  (l  —  pjCab- 

Cette  quantité  est  aussi  égale  â  une  rente  de  i  franc  pen- 
dant l'existence  des  deiix  têtes  dont  le  prix  est  C^i,  aug- 
menté d'une  rente  de  survie  égale  à  p  dont  le  prix  est 
p{Ca  —  C«i) .  Le  prix  de  la  rente  au  profit  de  la  tête  d'âge  b 

serait 

pCô  -I-  (i  —  plC«4. 

Enfin  le  prix  de  la  rente,  réversible  au  profit  de  l'une  ou 
l'autre  tête,  s'obtiendra  en  observant  que  la  Compagnie  qui 
sert  la  rente  se  trouve  dans  le  même  état  que  si  elle  devait 
payer  i  franc  pendant  l'existence  commune,  et  une  rente 
de  survie  de  p  francs  au  profit  de  l'un  quelconque  des  sur- 
vivants ^  on  doit  donc  donner  à  la  Compagnie 

C«i  -h  p(Ca  -\-  Ci  —  2Cai;. 
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Si  la  rente  est  réversible  en  totalité,  on  a  p  ==  i ,  et  l'expres- 
sion précédente  devient 

v<«  -+-  L^  —  ^ab' 

6°  Les  rentes  réversibles  peuvent  être  différées  de  n  an- 
nées ou  être  temporaires  :  le  principe  de  la  composition 
des  contrats  permettra  toujours  d'en  calculer  facilement  la 
valeur^  ainsi  la  rente  réversible  en  totalité  et  différée  de 
n  années  a  pour  valeur  C"  -f-  C"  —  C"i, 


Calcul  des  primes  annuelles. 

Lorsque  l'on  a  déterminé  le  prix  d'un  contrat,  en 
d'autres  termes,  lorsque  l'on  connaît  la  prime  unique  à 
payer  pour  se  procurer  un  certain  avantage,  on  peut  se 
proposer  de  déterminer  la  valeur  de  la  prime  annuelle 
qu'il  faudrait  payer  pour  obtenir  le  même  avantage.  Plu- 
sieurs cas  peuvent  se  présenter. 

1°  On  demande  de  calculer  la  prime  ajinuelle  x  qu'il 
faudrait  payer  y  pendant  toute  4a  vie  d'une  personne 
d'âge  a,  pour  remplacer  une  prime  unique  V  pajahle 
immédia  tentent. 

Cette  prime  annuelle  x  n'est  autre  chose  qu'une  annuité 
viagère  payable  d'avance  :  sa  valeur  est  donc  x[\  -r-  Ca)  et, 
par  suite,  on  a  « 

V 

V  —  .r  (  I  H-  Ca ),      ou      .r  — —  • 

1^  On  demande  la  prime  temporaire  qu'il  faudrait 
payer  pendant  n  années,  à  condition  qu'une  personne 
d' âge  a  soit  en  vie,  pour  remplacer  une  prime  unique  \ 
payable  immédiatement. 
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Cette  prime  temporaire  x  est  une  annuité  temporaire 
payable  d'avance.  Supposons-la  d'abord  de  i  franc,  le  prix 
d'une  annuité  temporaire  de  n  années  payable  d'avance  est 
la  différence  entre  le  prix  d'une  annuité  viagère  payable 
d'avance,  ou  i  -4-  €«,  et  une  annuité  ordinaire,  différée  de 
n  —  I  années  (en  vertu  du  principe  de  la  composition  des 
contrats  )  :  sa  valeur  est  donc 

par  suite,  on  a 


i-f-c„-cr' 


3"  On  demande  la  prime  annuelle  équivalant  à  une 
prime  unique  V  et  paj  ablc  pendant  l' existence  conjointe 
de  deux  têtes  d'âge  a  et  h. 

On  trouvera,  en  procédant  comme  tout  à  l'heure, 


4°  On  demande  la  prime  temporaire  équivalant  à  une 
prime  unique  V  et  pajable  pendant  l' existence  simul- 
tanée de  deux  têtes  d'âges  a  et  h. 

La  prime  est  payable  pendant  l'existence  conjointe^  elle 
représente  une  annuité  temporaire  payable  d'avance,  mais 
reposant  sur  deux  têtes,  et  l'on  trouve 


C 


nb 


5°  On  demande  la  prime  annuelle  équivalant  à  la 
prime  unique  V  et  payable  jusqu'au  dernier  décès  de 
deux  personnes  d'âges  a  et  h. 
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La  prime  annuelle  j:  est  une  annuité  avec  réversion  en 
totalité,  mais  payable  d'avance.  Sa  valeur  pour  i  franc  est 
égale  à  celle  d'une  annuité  i  -f-  C^  sur  la  tête  a,  plus  celle 
d'une  annuité  i  -f-  C^  sur  la  tète  Z>,  moins  celle  d'une  an- 
nuité I  -f-  Cab  sur  les  deux  têtes-,  on  en  conclut  facilement 


4-  Ca  -f-  Ci  —  Cab 


6°  On  demande  la  prime  temporaire  de  n  années  équi- 
valant à  une  prime  unique  V  et  payable  jusqu'au  dernier 
décès  de  deux  personnes  d'âges  a  et  b. 

La  prime  temporaire  x  est  une  annuité  temporaire 
payable  d'avance  ^  elle  est  équivalente  à  une  annuité 
x(i-hCrt-f-Cfc — dab)  payable  d'avance,  tant  que  vivra 
l'une  des  têtes,  diminuée  d'une  annuité  différée  de  tz  —  i 
années,  payable  tant  que  vivra  l'une  des  têtes  ou 
^(Q~'+  Q~'—  QrO  •  on  a  donc  enfin 


Cfl  —  C'a      '  ->-  Ci  —  C^      '  —  (Cab 


^ab 


Comme  on  le  voit,  la  prime  annuelle  capable  de  rempla- 
cer une  prime  unique  pourra  toujours  se  calculer  en  l'assi- 
milant à  une  rente  payable  d'avance  et  dont  le  capital  con- 
stitutif serait  la  prime  unique  donnée. 

On  voit  ainsi,  par  exemple,  que  la  prime  temporaire  à 
payer  pendant  n  années,  pour  obtenir  une  rente  différée  de 
n  années,  à  l'âge  a,  est 

i-4-c,-cr-' 

que  la  prime   à  payer  pendant   l'existence    conjointe  de 
deux  têtes  d'âges  a  et  ^,  pour  obtenir  une  rente  de  survie 
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au  profit  de  la  tète  d'âge  «,  est 

^'«  —   C«6  ^ 

que  la  prime  à  payer  pendant  n  années,  pour  obtenir 
une  rente  de  survie  au  premier  décès,  la  prime  cessant 
d'être  exigible  alors,  est 

Cfl  -f-  Ci  —  2  Cû6 

:: zz:r~.') 


et  ainsi  de  suite. 

Des  assurances  sur  la  vie. 

Les  assurances  peuvent  se  partager  en  deux  classes  :  les 
assurances  en  cas  de  décès  et  les  assurances  en  cas  de  vie  \ 
nous  nous  occuperons  d'abord  des  premières. 

i^  L' assurance  sur  la  vie  entière  est  un  contrat  par  le- 
quel la  Compagnie  s'engage  à  payer  un  capital  donné  au 
décès  d'une  ou  de  plusieurs  personnes. 

Si  l'assurance  repose  sur  une  seule  tête  d'âge  «,  la  prime 
unique  â  payer  pour  i  franc  assuré  est  le  nombre  que  nous 
avons  désigné  par  P^,  à  la  page  223.  Cette  assurance  peut 
être  contractée  à  primes  annuelles  et,  d'après  ce  que  nous 
avons  vu  plus  haut,  la  valeur  de  chacune  d'elles  est  égale  à 


1   -f-  Ca 


Elle  peut  aussi  se  contracter  au  moyen  de  primes  tempo- 
raires payables  pendant  n  années;  la  valeur  de  chacune 
d'elles  est  alors 

P. 

I-r-C.-C"-'' 


236  CALCUL    DES    PROBABILITÉS. 

Si  l'assurance  repose  sur  deux  tètes  et  si  elle  est  due  au 
premier  décès,  la  prime  unique  de  cette  assurance  est  la 
somme  que  nous  avons  désignée  par  P^^^  quant  à  sa  prime 
annuelle  payable  jusqu'au  premier  décès,  elle  est  égale  à 

On  pourrait  faire  les  conditions  les  plus  diverses  sur  le 
payement  de  la  prime  ]  ce  que  nous  avons  dit  au  paragraphe 
précédent  suffit  pour  trancher  toutes  les  difficultés  qui 
pourraient  se  présenter. 

Si  l'assurance  était  payable  au  dernier  décès,  on  trouve- 
rait sa  prime  unique  V  en  observant  que,  en  vertu  du  prin- 
cipe de  la  composition  des  contrats,  la  Compagnie  se  trouve 
dans  le  même  cas,  en  s'obligeant  à  payer  i  franc  au  premier 
décès  et  i  franc  au  dernier  décès,  ou  en  s'obligeant  à  payer 
I  franc  au  décès  de  la  tète  d'âge  a  et  i  franc  au  décès  de  In 
tète  d'âge  b.  On  a  donc 

d'où  l'on  tire 

;V=:P„+Pi-P,6. 

Connaissant  la  prime  unique  V,  on  en  déduit  aisément 
les  primes  annuelles  ou  temporaires  payables  aux  diverses 
conditions  qui  pourront  se  présenter. 

2^  \J assurance  de  survole  est  un  contrat  en  vertu  du- 
quel la  Compagnie  s'engage  à  payer  une  somme  déterminée, 
si  une  personne  d'âge  a  survit  à  une  autre  d'âge  Z>,  et  cela 
au  moment  du  décès  de  la  personne  d'âge  h.  Nous  avons 
trouvé  le  moyen  de  calculer  la  prime  unique  de  cette  assu- 
rance, et  nous  avons  désigné  par  (  ]  sa  valeur.  On  en  dé- 
duit facilement  la  valeur  des  primes  annuelles  équivalentes. 
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3''  Ij' assurance  temporaire  est  un  contrat  par  lequel  la 
Compagnie  s'engage  à  payer  une  somme  déterminée,  si  une 
ou  plusieurs  personnes  viennent  à  mourir,  dans  un  inter- 
valle de  temps  donné. 

Supposons  que  l'assurance  repose  sur  une  seule  tête 
d'âge  a  et  que  sa  durée  soit  de  n  années.  Si  la  Compagnie 
était  obligée  d'assurer  i  franc  au  décès  de  la  tète  considé- 
rée, ^quelle  que  soit  l'époque  de  ce  décès,  elle  devrait  rece- 
voir la  prime  unique  P„  ;  mais  cette  opération  peut  se  faire  : 
i"  en  contractant  l'assurance  pour  Ji  années  d'abord,  ce 
qui  coûte  une  somme  que  je  désignerai  par  V  et  qui  est 
celle  que  nous  cherchons  j  2'^  en  assurant,  au  bout  de  ces 
n  années,  la  tète  en  question  pour  le  reste  de  ses  jours,  ce 
qui  coûtera  alors  une  somme  ?«+„,  somme  qui  a  pour  valeur 
actuelle  P^+n  Q^  :  on  a  donc 

ou  bien 

Supposons  maintenant  que  l'assurance  repose  sur  deux 
têtes  d'âges  a  et  ^,  et  que  la  Compagnie  s'engage  à  payer 
I  franc  au  premier  décès  s'il  a  lieu  avant  n  années.  En  rai- 
sonnant comme  tout  à  l'heure,  on  trouve,  pour  valeur  de 
la  prime  unique  de  cette  opération, 


a-hn,  b-h'i 


Q".. 


Si  l'assurance  de  i  franc  n'est  payable  que  dans  le  cas  où 
une  personne  d'âge  a  survit  à  une  personne  d'âge  ^,  dans 
le  délai  de  7i  années,  la  valeur  de  la  prime  unique  de  cette 
assurance  est 
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enfin  Tassurance  de  i  franc  peut  être  due  seulement  si  les 
deux  personnes  meurent  dans  le  délai  des  n  années^  J a  va- 
leur de  la  prime  unique  est  alors 

Pa  H~  P* Pfli (  Pa-»-H  ~l~  ^b+n  Pa+n,  6-4-n)  Q«6» 

4°  Une  assurance  peut  être  à  ejj'et  différé  et,  dans  ce  cas, 
la  Compagnie  n'est  engagée  que  si  le  décès  a  lieu  après  un 
certain  nombre  d'années,  qui  est  le  temps  du  différé. 

Soit  n  le  temps  du  différé,  au  bout  du  temps  n,  le  con- 
trat devient  une  assurance  ordinaire  et  sa  valeur  est,  par 
exemple,  U;  sa  valeur  actuelle  est  donc  UQ",  Q"z/ v?  selon 
qu'elle  repose  sur  une  ou  sur  deux  tètes  réunies,  etc. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  des  assurances  en 
cas  de  vie,  c'est-à-dire  de  celles  dont  l'assuré  peut  bénéfi- 
cier lui-même. 

1°  L' assurance  à  terme  fixe  est  un  contrat  par  lequel  la 
Compagnie  s'engage  à  payer  un  capital  donné  à  une  époque 
donnée. 

Il  n'y  a  pas  lieu  ici  de  calculer  la  prime  unique  de  cette 
assurance,  la  somme  payée  par  la  Compagnie  n'étant  sou- 
mise à  aucune  cliance  aléatoire-,  si  nous  prenons,  comme 
d'ordinaire,  l'assurance  égale  à  i  franc  et  le  temps  de  l'as- 
surance égal  à  /z,  la  prime  unique  de  cette  assurance  sera 
(i  -h  i)~"  et  sa  prime  annuelle 

__ ,      . _ , . . ,  j 

I  H-  Ca  —  Crt      *  I  H-  C"i  —  Cab 

selon  la  manière  dont  elle  devra  être  payée,  tant  que  vivra 
une  tête  d'âge  a,  tant  que  vivront  deux  têtes  d'âges  a  et 
^,  etc.  ' 

Dans  Y  assurance  mixte,  la  Compagnie  s'engage  à  payer 
un  capital  déterminé  à  l'assuré,  à  une  époque  déterminée, 
ou  à  ses  héritiers  immédiatement  en  cas  de  décès. 
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La  valeur  de  la  prime  unique  de  cette  opération  est  la 
somme  de  la  prime  d'assurance  temporaire  et  de  l'espérance 
d'obtenir  le  capital  à  la  fin  du  délai.  Si  a  est  l'âge  de  l'as- 
suré, n  le  délai,  la  prime  d'assurance  mixte  sera 

fia  -\-  n)  ,  ,  fia  -\-  n]  , 

d'où    l'on    conclut    la   prime    annuelle,   en   divisant    par 

n-c„-cr-. 

h' assurance  de  capitaux  drffe'/'és  est  une  opération  qui 
a  pour  but  de  se  réserver  un  capital  à  une  époque  détermi- 
née. Cette  assurance  est  bonne  à  faire  sur  la  tète  d'une  très- 
jeune  fille  pour  lui  procurer  une  dot  à  sa  majorité  ^  elle  s'ac- 
quiert alors  à  l'aide  d'une  série  de  primes  annuelles  faciles 
à  calculer.  En  effet,  en  appelant  a  l'âge  de  l'enfant,  i  le 
capital  assuré  et  n  le  temps  du  différé,  la  valeur  actuelle  du 

capital  est  (i  -+- 1)~"  — 77- — r — *,  la  prime  annuelle  est  une 

rente  payable  d'avance  et  temporaire,  dont  la  valeur  pour 
I  franc  est  i  -h  C^ —  C^"'  :  la  prime  cherchée  est  donc 


lu  assurance  tempoj^aire  d' annuités  est  un  contrat  en 
vertu  duquel  la  Compagnie  s'engage,  en  cas  de  décès  du 
contractant,  à  se  substituer  à  lui  pour  effectuer  un  paye- 
ment d'annuités.  Cette  assurance  est  applicable  aux  per- 
sonnes qui  ont  contracté  des  dettes  et  qui  veulent  faire  hon- 
neur à  leurs  engagements. 

Si  l'on  désigne  par  n  le  nombre  des  annuités  à  payer,  à 
l'âge  du  contractant,  la  valeur  du  risque  de  la  Compagnie 
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est,  pour  I  franc  d'annuité, 

(i  -I-  /)-'  -f-  (i  -h  i)-^  4- .  .  .  +  (H-  /)-" 
si  l'assuré  meurt  dans  la  première  année,  ce  dont  la  proba- 
bihté  est  -— -         ^      -^  ^ 


(i  -{-/)-M-.  .  .H-(i  -h  i)-" 
s'il  meurt  dans    la   seconde,    ce   dont  la   probabilité  est 

Le  risque  de  la  Compagnie,  ou  la  prime  unique  à  payer, 
est  donc 

ou  bien,  en  désignant  par  A  l'annuité  temporaire  mais  cer- 
taine de  I  franc, 

ou 

A-(C«-Crj. 

On  retrouve  cette  valeur  en  observant  que  l'assuré  paye, 
en  réalité,  une  rente  temporaire  sur  sa  tète  et  que,  par 
suite,  la  Compagnie  n'a  qu'à  verser  le  reste 

de  l'annuité  temporaire  certaine;  on  en  conclut,  comme 
dans  les  cas  précédents,  la  prime  annuelle. 
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La  contre-assurance  est  (à  mon  avis  du  moins)  une  fort 
mauvaise  opération,  qui  a  pour  but  de  garantir  le  rembour- 
sement, sans  intérêt,  d'annuités  versées  dans  une  tontine 
en  cas  de  décès  d'une  tête  sur  laquelle'  les  annuités  ont  été 
versées.  Trois  cas  peuvent  se  présenter  :  i°  les  annuités  ont 
été  versées j  2°  les  annuités  sont  à  verser;  3°  les  annuités 
sont  versées  et  à  verser. 

Si  les  annuités  sont  versées,  la  contre-assurance  est  une 
assurance  temporaire  ordinaire  et  il  n'y  a  rien  à  ajouter  à 
ce  que  nous  avons  dit  à  ce  sujet.  On  voit  que  cette  opération 
consiste,  en  définitive,  à  jouer  deux  parties,  dont  l'une  sera 
nécessairement  perdue,  ce  qui  est  évidemment  plus  désavan- 
tageux que  d'en  jouer  une  seule. 

Si  les  annuités  sont  à  payer,  la  question  prend  un  aspect 
différent.  Désignons  par  a  l'âge  de  la  tête  sur  laquelle  repose 
l'assurance,  72  le  temps  pendant  lequel  on  verse  l'annuité 
de  I  franc. 

L'assurance  du  premier  franc  versé  est  une  assurance 
temporaire  de  i  franc  pour  n  années,  ou  0^.  L'assurance  du 
second  franc  est  encore  une  assurance  temporaire,  pour 
une  tête  d'âge  «  H-  i  et  pour  un  temps  n  —  i  ;  mais  sa 

valeur  actuelle  n'est  que  0,^~;  —  (i  -î-i)-^,et  ainsi 

de  suite. 

La  valeur  de  la  contre-assurance  est  donc 

or  on  a  trouvé,  pour  l'assurance  temporaire  0",  la  valeur 

0«  —  P«  —  P«+„      y/    ^        (1  +  0 

En  substituant  dans  la  formule  précédente,  on  a  le  prix  de 

16 
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la  contre-assurance,  que  l'on  peut  calculer  de  plusieurs 
manières  ^  si  l'on  n'a  pas  besoin  d'une  grande  exactitude, 
on  pourra  faire  usage  de  la  formule  approchée 

Pa  —  I  —  /C«. 

Si  la  contre-assurance  a  pour  but  de  rembourser  des 
annuités  payées  et  à  payer,  elle  peut  être  censée  faite  en 
deux  contrats  et  ne  présente,  par  suite,  aucune  difficulté. 


Du  rachat. 

Il  arrive  souvent  qu'un  assuré  ne  peut  plus  payer  ses 
primes,  ou  que,  ayant  contracté  à  prime  unique,  il  regrette 
son  contrat.  Dans  le  premier  cas,  on  peut  réduire  la  somme 
assurée  en  ayant  égard  aux  primes  versées^  dans  le  second, 
on  peut  lui  permettre  de  racheter  son  contrat,  en  tenant 
compte  des  risques  courus  de  part  et  d'autre. 

Si  l'assurance  est  contractée  à  prime  unique,  la  Compa- 
gnie n'a  plus  rien  à  toucher^  la  valeur  actuelle  de  l'assu- 
rance est  celle  d'une  assurance  reposant  sur  une  tète  plus 
âgée  que  celle  qui  est  indiquée  sur  la  police,  et  plus  âgée 
d'un  nombre  d'années  égal  au  temps  écoulé  entre  la  date  de 
la  souscription  et  celle  du  rachat. 

Si  l'assurance  est  contractée  à  primes  annuelles,  repré- 
sentons par  a  l'Age  de  l'assuré  à  la  date  du  contrat,  par  n  le 
nombre  d'années  écoulées  depuis  l'origine  du  contrat  jus- 
qu'au moment  de  la  vente,  par  p  la  prime  annuelle  stipulée 
dans  la  police  et  par  k  le  capital  assuré.  La  valeur  des 
primes  qu'il  reste  à  verser  est  ;;(i  -f-  C„^„)^  c'est  la  valeur 
d'une  rente  viagère  égale  sl  p  et  reposant  sur  une  tète  d'âge 
'rt-h/2^  d'un  autre  côté,  la  valeur  de  l'assurance,  considérée 
en  elle-même  ou  comme  une  marchandise  vénale,  est  A-P„^.„. 
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L'assuré  possède  donc  le  titre  positif  kV^+n  et  le  titre  né- 
gâûf  p  [i -h  Ca+n) '•)  par  conséquent  la  Compagnie  doit  lui 
racheter  son  assurance  hV^+n  — p{^  ~^  C„^„).  Cette  somme 
est  souvent  inférieure  à  la  totalité  des  primes  versées. 

le  signe  21  étant  étendu  a  toutes  les  assurances  d'une  Com- 
pagnie, est  ce  que  l'on  appelle  sa  réser\^e;  c'est  la  somme 
qu'elle  doit  tenir  disponible  et  qui  représente  la  valeur  de 
ses  contrats . 

Le  racliat  ne  se  fait  que  rarement  sur  les  bases  équitables 
dont  nous  venons  de  parler,  la  Compagnie  se  réserve  même 
le  droit  de  refuser  le  racliat  quand  bon  lui  semble.  Elle  fait 
ordinairement  imprimer  au  dos  des  polices  les  conditions 
auxquelles  le  racliat  doit  se  faire . 

Lorsque  l'on  veut  simplement  réduire  la  somme  assurée 
au  lieu  d'opérer  le  rachat,  on  le  peut  *,  il  suffit  pour  cela 
d'observer  que  la  valeur  actuelle  de  l'assurance  est 

et  que  la  somme  x  que  cette  valeur  est  capable  d'assurer  est 
donnée  par  la  formule 

X  I 


d'où 


^^f^~  5-— (i  +  c«+,o. 


Le  racliat  d'un  contrat  quelconque   se  fait  d'après  les 
mêmes  principes. 


16. 
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Observations  générales. 

Nous  sommes  loin  d'avoir  passé  en  revue  toutes  les  com- 
binaisons qui  pourraient  se  présenter,  mais  ce  que  nous 
avons  dit  suffit  pour  permettre  de  les  résoudre  presque 
toutes. 

Il  nous  reste  seulement  à  faire  quelques  observations  de 
détail  sur  la  pratique  des  affaires.  Ce  qu'il  y  aurait  de  plus 
logique  serait  d'employer  pour  les  calculs  une  Table  de 
mortalité  construite  d'après  la  nalure  du  public  qui  s'a- 
dresse à  la  Compagnie  dans  laquelle  on  opère.  Malheureu- 
sement les  Compagnies  classent  leurs  polices  d'après  leurs 
dates,  c'est  à  dire  en  définitive  sans  aucun  ordre,  en  sorte 
qu'il  est  fort  difficile  de  faire  la  statistique,  et  cette  manière 
de  procéder  a  encore  le  grand  inconvénient  d'entraîner  à 
des  fautes  de  calculs  dans  la  préparation  des  inventaires. 
A  défaut  d'une  Table  construite  dans  les  conditions  dont 
nous  venons  de  parler,  on  en  emploie  deux,  à  savoir  :  celle 
de  Duvillard  et  celle  de  Deparcieux.  La  première  présente 
une  probabilité  de  mourir  plus  grande  que  celle  qui  est 
relative  aux  gens  qui  s'assurent  :  on  la  leur  applique.  Les 
contractants  sont  d'ailleurs  visités  par  un  médecin  et  ne 
sont  assurés  que  dans  le  cas  où  leur  santé  est  bonne. 

La  Table  de  Deparcieux,  qui  a  été  dressée  d'après  des 
observations  faites  sur  des  moines,  présente  une  mortalité 
très-faible  et  on  l'applique  au  calcul  des  rentes  viagères. 

Il  est  bon  de  dresser  à  l'avance  des  Tables  des  nombres 
C„,  Da,  E^,  C^i  qui  reviennent  à  cliaque  instant,  et  même 
des  nombres  SE^  dont  on  peut  avoir  besoin  dans  le  calcul 
des  contre-assurances,  ou  même  d'autres  questions  telles 
(jue  celle-ci,  par  exemple  : 
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On  "veut  assurer  i  franc  au  décès  d'une  personne 
d'âge  a,  mais  en  résen^ant  toutefois  à  cette  personne  la 
facilité  de  toucher  l'intérêt  des  primes  qu  elle  verse  au 
taux  6  moindre  que  i.  On  demande  de  calculer  les  primes 
uniques  et  annuelles  relatives  à  cette  opération. 

Pour  calculer  la  prime  annuelle,  désignons-la  par  j  :  la 
Compagnie  reçoit  jf(i -h  C^),  l'annuité  étant  payable  d'a- 
vance ^  mais  elle  donne  :  i  °  i  franc  dont  la  valeur  est  P^  ^ 
2"  l'intérêt  des  primes  versées,  c'est-à-dire  la  valeur  d'une 
rente  progressive  d'abord  de  ôj-^  puis  de  2.9 j^  de  30j^, .... 
En  désignant  cette  rente  par  0C'^,  on  a 

j(l-r-C„)rr-.P„-f-0C',r, 

d'où 


J 


I  -t-C«  — c«o 


Quant  à  C'a-,  sa  valeur  est  facile  à  calculer  quand  on  a  une 
Table  de  C^  ^  on  a  évidemment 


-h  3  (  1  -}- 
ou  bien 


(a; 


on  a  du  reste 


/(«-t-i;   ■ 
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donc 

On  peut  ainsi  calculer  les  C^  de  proche  en  proche. 

Voici  un  autre  moyen  de  calculer  C^  et  qui  est  plus  ra- 
pide quand  on  à  une  Table  des  nombres  SE^.  On  a 


OU  bien,  remplaçant  C^+n  par  sa  valeur  en  E  et  D,  ainsi 


«  =  w  —  a 


(^a  = 


La  prime  unique  est  plus  facile  à  calculer;  en  la  désignant 
par  x^  la  Compagnie  paye  une  somme  qui  vaut  P„  et  une 
série  de  sommes  égales  à  Bx  dont  la  valeur  est  ôC^x  :  on 
doit  donc  avoir 

p 


Si  l'on  prend  0  =  i,  on  a  à  peu  près  x  =  i  ;  car  P„  est  à 
peu  près  égal  à  i  —  iC^,  ce  qui  doit  être.  Rigoureusement, 

on  a 

il 


2(1  — /C« 

On  conçoit,  en  elîet,  que  l'assuré  jouit  du  bénéfice  de  la 
continuité  dont  ne  jouit  pas  la  Compagnie. 
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Théorie  du  plein. 

On  appelle  plein  d'une  assurance  la  somme  maxim.a 
qu'un  assureur  peut  accepter  sur  des  risques  donnes,  sans 
compromettre  ses  intérêts;  nous  allons  voir  que  le  plein 
existe,  et  nous  indiquerons  la  manière  de  le  calculer  ap- 
proximativement . 

Soient  O,,  O2, .  .  . ,  O^  les  diverses  affaires  d'une  Compa- 
gnie, soient  p,i,  pi^^  pi^^...  les  probabilités  que  la  Com- 
pagnie payera  sur  l'affaire  O,-  des  sinistres  dont  les  prix, 
ramenés  à  leurs  valeurs  actuelles,  soient  respectivement  a,i, 
a,-2,  a,3, . . . .  Quelques-unes  des  quantités  p  ou  a  pourront 
être  censées  nulles,  et  Sp  devra  toujours  être  égal  à  Tunité. 
Si  l'on  forme  alors  le  produit 

(i)  /=  Ip^j  ^".y«  n/-  lp,j  e-2j'  v/-'  . .  .  lp,j  e".;  V-" , 

le  terme  en  e^^V-^^  dans  ce  produit,  aura  pour  coefficient 
la  probabilité  P  que  la  Compagnie  payera  à  ses  assurés  des 
indemnités  dont  la  valeur  totale  atteindra  A.  Si  A  était  en- 
tier, on  pourrait  poser 


I    r~^^ 

(2)  Pr_.—  e- 


\W- 


'fdQ, 


Or  on  pourra  toujours  supposer  A  entier,  si  l'on  prend 
l'unité  monétaire  infiniment  petite,  ce  que  nous  ferons, 
sauf  à  revenir  plus  tard  à  l'unité  régulière/Pour  calculer 
la  valeur  de  P,  nous  mettrons  f  sous  la  forme  exponen- 
tielle, et  nous  aurons  d'abord,  au  lieu  de  la  formule  (i) 
en  observant  que  la  somme  des  probabilités  p^^  p.o,  ;?,3, . . . 
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est  égale  à  l'unité, 
Nous  poserons 

(  3  )  Ipij  aij  --  .r,-,      1  pij  afj  =z  zi  ; 

Xi  désigne,  comme  l'on  voit,  l'espérance  de  l'assuré  O,, 
mais  non  sa  prime  que  l'on  prend  efiectivement  un  peu 
plus  forte.  Nous  pourrons  alors  écrire 

/=  fn-Oo:,  ^^7—  -2..-.)   (i-f-Ox,y/— 7 ^r.,...j..., 

et,  par  suite,  . 

iog/-=:^  [ ô.r  v^:::"!  -  ^  ( 2  -  X') j , 

en  négligeant  les  termes  en  0'  ^  d'où  l'on  conclut 

La  formule  (  2  )  devient  alors 

p  —  —    /  e    ^  cos(A-  2.r)ôrfe, 

ou,  remplaçant  les  limites  —  tt  et  H-  tt  par  —  oo  et  -|-  x  , 
ce  qui  n'altère  pas  beaucoup  la  valeur  de  P  (p.  34), 


p=-4-^^' 


V/tT   ^2.1[z^.t'*) 
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Si  l'on  intègre  P  en  faisant  varier  A  depuis  Hx  —  /  jus- 
qu'à Sx  -h  /,  on  aura  la  probabilité  que  la  Compagnie 
payera  aux  assurés  une  somme  comprise  entre  Hx — /et 
Sx  -f-  /.  On  trouvera  ainsi,  pour  cette  probabilité, 


r'4 

J- 1    v/^ 


'I  clu\ 


en  posant 


'_  i     sjr.    \jll.[z  —  .r2 


^(^'  =  :^_r 


cette  expression  devient,  par  un  changement  de  variable 
facile  à  deviner. 


V22(z —  .t}j 
et  il  suffit,  comme  on  le  sait,  de -poser 


:=;  V       OU       /  rr:  V  y/2^  (Z  —  .r^), 


slil.{z~  .r^) 


V  étant  voisin  de  3,  pour  que  0  soit  très-voisin  de  l'unité  :  il 
y  aura  donc,  dans  ces  circonstances,  presque  la  certitude 
que  la  Compagnie  payera  l'indemnité 


2.rzbc     où  l'on  a     £<<^vy^2^(z — .r^). 
La  plus  grande  somme  que  pourra  payer  la  Compagnie  est 


(4)  2.r-4- vv/22(z  — .r^j. 

Désignons  maintenant  par  ^,15  ^a-)  •  •  •  l^s  primes  que  la 
Compagnie  est  à  même  de  recevoir  sur  l'affaire  O,  avec  les 
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probabilités  ^a,  cji^^  ....  Si  nous  posons 

2  qij  hij  :-  J/,       2  qij  hfj  —  m,-, 

on  démontrerait,  comme  plus  liaut,  que  le  bénéfice  mini- 
mum que  la  Compagnie  est  en  droit  d'attendre  est  très- 
probablement 

2j  — v\/2>;(m— j'), 

et,  par  suite,  le  gain  net  de  la  Compagnie  a  pour  valeur 
actuelle 

(5)         ly  —  Ix  -V-  V  [sjil[z  —  .in-')  —  v/'22{w— j=^;]. 

Pour  qu'une  nouvelle  affaire  12  ne  soit  pas  désavantageuse, 
il  faudra  qu'en  désignant  par  ^,  y;,  (^,  u  les  valeurs  de  x^j^  z^  u 
relatives  à  H,  ces  quantités  soient  telles,  que  l'accroissement 
de  (5)  du  à  la  nouvelle  affaire  ne  soit  pas  négatif. 


Ij  -i-n~l.T  —  ^-+-v\  s/'2[l{z  —  X-')  -f-  Ç  —  Ç^] 


i/2\Y[u  —  X^)  -{-  yj  —  yj'J 


devra  donc  être  plus  grand  que  (5).  En  considérant  alors 
^,  >3,  ^,  i>  comme  des  infiniment  petits,  on  aura 

/A^  K-^  ^  —  ?'  u  —  y,' 


Telle  est  la  formule  qui  servira  à  décider  si  l'on  doit  oui 
ou  non  accepter  l'affaire  0.  Pour  montrer  comment  on  peut 
faire  usage  de  cette  formule ,  supposons  qu'il  ne  s'agisse 
que  d'assurances  vie  entière  à  prime  unique  :  le  bénéfice 
de  la  Compagnie  se  composera  de  la  valeur  actuelle  des 
primes  versées,  et  yj  sera  la  prime  unique  de  l'assurance  û; 
cette  prime  n'est  pas  égale  à  ^,  espérance  de  Tassuréj  la 
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Compagnie,  pour  se  réserver  un  bénéfice  certain,  prend 
7î  ^=:  (  iH-  m)  ^  :  m  est  ce  que  l'on  appelle  le  chargement,  on 
le  suppose  toujours  positif.  On  a  alors,  au  lieu  de  l'équa- 
tion (6), 


mt  j>^i 


Sjll{z  —  .x^\ 


Supposons  qu'il  s'agisse  de  calculer  le  plein  d'une  assu- 
rance vie  entière  contractée  à  prime  unique  sur  une  tête 
d'âge  c,  \  sera  le  produit  d'une  certaine  somme  a  par  la 
prime  Pc  relative  à  l'assurance  de  i  franc.  On  aura  ensuite 


P'^  désignant  la  prime  d'assurance  calculée  au  taux  2i-\-P 
sur  une  tête  d'âge  c,  et,  par  suite,  la  formule  (7)  deviendra 

mP,a  >  V  -  -, 

d'où  l'on  tire  la  plus  grosse  somme  que  l'on  puisse  assurer 
sur  une  tête  d'âge  c.  11  sera  donc  essentiel,  comme  l'on 
voit,  de  calculer  à  l'avance  \/2.11(z  —  x^)^  tous  les  ans,  par 
exemple,  en  faisant  l'inventaire  de  la  Compagnie  (*). 


(*)  Nous  avons  supposé  que  le  bénéfice  minimum  était  indépendant  du 
sinistre  maximum  à  payer,  ce  qui  n'a  pas  lieu,  mais  cette  hypothèse  donne 
une  limite  inférieure  du  plein  ;  si  l'on  voulait  plus  d'exactitude,  il  suffirait 
de  supposer  que  les  sinistres  a  peuvent  être  négatifs  et  représentent  alors 
des  bénéfices,  mais  les  calculs  numériques  seraient  alors  beaucoup  plus 
compliqués. 
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NOTE  I. 

SUR  l'interprétation  géométrique  de  la  méthode 

DES   moindres    carrés. 


Supposons  qu'il  s'agisse  de  de'terminer  un  point  tel  que  la 
somme  des  carrés  de  ses  distances  à  des  plans  fixes  soit  minimum. 
Soient 

/   V  I   «i  .r  -f-  h.,  y  -f-  c,  z  —  /?„ 

I • 

\   as  .r  -4-  hsf  -r-  c,  z  --=z  p^ 

les  équations  de  ces  plans,  la  quantité  à  rendre  minima  est 

V^  (« .r  +  by  -\-  cz  —  pY 
Z4  r/'  H-  b"^  H-  c" 

En  égalant  ses  dérivées  à  zéro,  on  a 


ia..-by^cz-p)^  _^^o. 


(2)  /   N    [ax  -\-  by  -^  cz  —p)  — 


b 


a^  _1_  b-"  H-  c 


—  o, 


2[ax  ^by  -\-cz  —p)        ,    ,,    .    ^  =  o, 
a^  -^-  b^  -\-  & 

et  l'on  voit,  en  développant  ces  équations,  qu'elles  sont  identiques 
à  celles  que  l'on  aurait  obtenues  en  appliquant  la  méthode  des 
moindres  carrés  aux  équations  (i),  après  les  avoir  d'abord  divisées 

respectivement  par  ^a\-\-b\  -f-cj,  y/^»  +  b\-\-c\ 

Voici  maintenant  quelques  propositions  que  nous  laisserons 
démontrer  au  lecteur.  Désignons  par  M  le  point  en  question  repré- 
senté par  les  équations  (2). 
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1  °  Le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  dis- 
tances aux  plans  (i)  soit  égale  à  une  constante  A^  est  en  général  un 
ellipsoïde  dont  le  centre  est  en  M;  quand  on  fait  varier  A^  on 
obtient  des  ellipsoïdes  homothétiques  et  concentriques. 

2"  On  peut  toujours  prendre  des  coordonnées  telles  que  l'on  ait 
à  la  fois 


"^  ab  _  "^  ac  __  ^ 


hc 


et  cela  quelle  que  soit  la  position  de  l'origine. 

3°  Pour  que  l'ellipsoïde  dont  nous  venons  de  parler  cesse  d'exis- 
ter, et  pour  que  les  équations  (2)  cessent  de  représenter  un  point 
unique  M,  il  faut  et  il  suffit  que  les  plans  (i)  passent  par  des  droites 
parallèles  entre  elles. 

4°  Le  point  M  est  un  point  tel  que,  si  de  ce  point  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  les  plans  (i),  le  centre  de  gravité  des  pieds 
de  ces  perpendiculaires  sera  précisément  le  point  M. 


NOTE  II. 

SUR    LE    CALCUL   NUMÉRIQUE    DANS    LES    APPLICATIONS 
DE    LA    MÉTHODE    DES    MOINDRES    CARRÉS. 


Les  applications  numériques  de  la  méthode  des  moindres  carrés 
sont  généralement  très- pénibles  à  cause  de  la  longueur  des  calculs 
qu'elles  exigent  :  il  convient   donc  d'indiquer  comment   on   peut 

abréger  le  calcul  de  2a',  2aè,  2«c, Je  suppose  que  l'on  ait  à 

sa  disposition  une  Table  de  carrés;  les  carrés  «î,...,  b\^,..  seront 
donnés  par  la  Table,  et  l'on  commencera  par  calculer  2«^  2^^, 
2  c' On  a  ensuite 


4  4 
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OU  bien  encore 

llah*zzzl(a-\-hy  —  la^~lb\ 

Ces  deux  formules  sont  ])ropres  à  abréger  les  calculs;  mais  la 
seconde  est  la  plus  simple,  parce  qu'elle  n'exige  qu'une  seule  opé- 
ration compliquée,  .à  savoir,  l'addition  des  nombres  («  H-  6)',  la 
première  exigeant  en  outre  le  calcul  de  2(«  —  by. 


NOTE  III. 

SUR    LE    PARAGRAPHE   DE    LA    PAGE    173. 


Nous  avons  cherché  la  probabilité  pour  que  les  erreurs  ?,  »j,  Ç, 
des  inconnues  satisfassent  à  la  relation 


^/m-^-^ 


'■  ■  <.. 


Géométriquement,  cela  revenait,  dans  le  cas  de  trois  variables, 
à  faire  en  sorte  que  le  point  Ç,  >3,  Ç,  qui  est  la  représentation  géo- 
métrique de  l'erreur,  fût  compris  à  l'intérieur  d'un  ellipsoïde.  Si 
nous  avons  choisi  l'ellipsoïde,  c'est  qu'il  convient  en  général  de 
calculer  des  limites  de  l'erreur  différentes  pour  les  diverses  va- 
riables. Nous  aurions  pu  chercher  aussi  la  probabinté  pour  que 

a  —  /  <  Ç  <  a  -+-  /,      p  —  w  <  ï3  <  p  -h  m, . . .  ; 

mais  ce  cas  présente  quelques  difficultés  pour  le  calcul  numérique 
de  la  probabilité.  Toutefois  le  calcul  algébrique  est  assez  simple;  le 
restricteur  par  lequel  il  convient  de  multiplier  l'intégrale  à  évaluer 
est  le  produit 
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—  Wahrscheinlicher  Fehler  einer  Beobachtung,  etc.  {Id.). 

—  Wahrscheinlichsle  Elemente  der  Bahn  des  Kometen  von  i585  {Id.,  1829). 

Plana.  —  Sur  la  théorie  des  erreurs  {Acad.  de  Turin,  1811-1812). 

Plœnnis  (de).  —  Delà  distinction  à  établir  entre  les  diverses  données  de 
la  dispersion  et  de  leur  usage  pratique  pour  la  détermination  de  la  pro- 
habilité du  tir  {Journal  des  Armes  spéciales,  i864). 

Pochet.  —  Sur  le  jeu  de  l'horloge  {Journal  des  Actuaires  français,  t.  II). 

—  Géométrie  des  jeux  de  bourse  {Id.). 

Poisson.  —  Recherches  sur  la  probabilité  des  jugements,  etc.,  précédées 
des  règles  générales  du  Calcul  des  probabilités.  In-4°.  —  1887. 

—  Solution  d'un  problême  de  probabilité  {Liouville,  t.  II). 

—  Sur  les  naissances  {Acad.  des  Se,  t.  IX). 

—  Sur  le  jeu  de  trente  et  quarante  {Gergonne,  t.  XVI). 

—  Loi  des  grands  nombres  {Comptes  rendus,  i835). 

—  Sur  la  proportion  des  naissances  des  deux  sexes  {Conn.des  Temps,  1827). 
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—  Sur  la   probabilité  du  tir  {Mémorial  de  l'Off.  d'Artillerie,  182g,  n»  3; 
voir  aussi  le  n°  2). 

—  Sur   la  probabilité  des  résultats    moyens    des   observations  {Conn.  des 
Temps,  1827-1832). 

Poudra  et  Hossard.  —  Question  de  probabilité  résolue  par  la  Géométrie, 
In-K».  Paris,   1819. 

Prévost.  —  Sur  les  principes  de  la  théorie  des  gains  fortuits  {Nouv.  Mém. 
de  Berlin^  1780). 

Price.  —  Observations  on  reversionary  payments.  —  1812. 

—  Sur  le  théorème  de  Bayes  {Transact.  Phil.,  17G4  :  «  A  démonstration  oJ 
second  rule  in  the  essay,  etc.  »). 

Puissant.  —  Article  Equations  de  condition  {Dict.  des  Math,  de Monlferrier, 
Supplément). 

—  Application  du  Calcul  des  probabilités  à  la  mesure  de  la  précision.  In-8°. 
—  Paris,  i83o. 

—  Mémoires  sur  l'application  du  Calcul  des  probabilités  aux  mesures  géo- 
désiques  {Jcad.  des  Sc.^  i83i  et  i839,  et  Comptes  rendus,  i838). 

—  Voir  le  Supplément  au  Traité  de  Géodésie. 

Quetelet.  —  Théorie  des  probabilités.  In-8°.  —  Bruxelles,  i853. 

—  Lettres  sur  la  théorie  des  probabilités  (adressées  au  ducdeSaxe-Cobourg). 
In-8o.  —  Bruxelles,  1845. 

—  Recherches  sur  la  fécondité  et  la  mortalité  en  Belgique.  (En  collaboration 
avec  M.  Smith).  In-S^.  —  i858. 

—  Essai  de  physique  sociale.  —  Paris,  1834. 

—  Sur  quelques  propriétés  curieuses   que   présentent  les  résultats  d'une 
série  d'observations,  etc.  {Acad.  de  Belgique,  1802). 

—  Dictionnaire  d'économie   politique,  par  Coquelin  et  Guillaumin   {voir 
l'article  Table  des  mortalités.  In-4°.—  Paris,  i8J3. 

Ramus.  —  Sur  une  question  de  probabilité  relative  aux  corrections  des  hau- 
teurs barométriques  {Crelle,  t.  XXIV). 

Regnault.  —  Calcul    des  chances  et  philosophie   de  la  Bourse.   ln-8<^.  — 
Paris,  i863. 

Reuschle.  —  Sur  les  moindres  carrés  (Uebcr  die  Déduction,  etc.,  Crelle, 
t.  XXVIet  XXVII). 

Ritter.  —  Manuel  théorique  et  pratique  de  l'application  de  la  méthode  des 
moindres  carrés.  In-8'>.  —  Paris,  i836. 

RobertS.  —    An  arithmetical  paradox  concerning   the  chance  of  loteries 

{P/til.  Trans.,  1G93). 

Roger.  —  Solution  d'un  problème  de  probabilité  {Lioui>ille,  t.  XVII). 


BIBLIOGRAPHIE.  267 

Rosemberger.  —  Mittheilung  Jer  Besserschen  Méthode,  etc.  {Astr.  Nach- 
richten,  t.  VI). 

Ruffini.  —  Réllexions    critiques  sur  l'essai  philosophique  de  Laplace  (en 

italien).  —  Modène,  1821. 
Sawitsch.  —  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitstheorie.  —  Leipzig,  i863. 

Scheffler.  —  Sterblichkeit  und  Versicherungswesen  neu  behandelt.  —  Braun- 
schweig,  1868. 

Schindler.  —  Ueber  Fehler  bei  der  Berechnung  eines  ebenen  Dreiecks. 
In-40.  _  Prague,  i858. 

Simon.  —  Exposition  des  principes  du  Calcul  des  probabilités  {Journal  des 

Actuaires  français  y  t.  I). 
Simpson  (Th.).  —  The  nature  and  laws  of  chance.  In-S».  —  17^0. 

—  The  doctrine  ol' annuities  and  reversions.  In-8°.  —  1742. 

—  An  attempt  to  show  the  advantage  arising  by  taking  the  mean  of  a 
number  of  observations  in  practical  Astronomy  {Miscellaneous  tracts  on 
some  curions  subjects,  1707). 

Smart.  —  Table  de  mortalité  pour  Londres,  1742. 

Strodtmann.  —  Bevathelijk  onderrigt  in  de  Kansrekening.  —  Breda,  iSS/j. 
Sùssmilch.  —  Table  de  mortalité,  corrigée  par  Baumann,  dans  l'Ouvrage 
intitulé  :  Die  gottliche  Ordnung.  In-S". —  1775. 

Tchebycheff.  —  Démonstration  d'une  proposition  importante,  etc.  (théo- 
rème de  Bernoulli),  {Crelle,  t.  XXXIII). 

—  Sur  l'interpolation  {Acad.  de  Saint-Pétersbourg,  i85f)-r864). 

—  Essai  d'une  analyse  élémentaire  de  la  théorie  des  probabilités.  In-S". 

—  Des  valeurs  moyennes  (Z./o«t'«7/e,  1867). 

Tedenat.  —  Sur  la  loterie  {Gergonncy  t.  XII). 

Todhunter.  —  A  history  of  the  mathematical  theory   of  the  probability. 

In-80.  —  London,  i865  (*). 
Tozer.  —   On  the  measure  of  the  force  of  testimony  (  Transact.  Phil.  de  la 

Soc.  de  Cambridge,  t.  VIII). 
Trembley.  —  Sur  la  durée  des  mariages  {Acad.  de  Berlin,  1794-1795). 

—  Sur  la  méthode  de  prendre  les  milieux  entre  les  observations  {Id.,  1801). 

—  Observations  sur  le  calcul  d'un  jeu  de  hasard  {Id.,  1802). 

—  Disquisitio  circa  calculum  probabilium  {Comin.  de  Gœttingue,  t.  XII). 

—  De  probabilitate  causarum  ab  effectibus  oriunda  {Id.,  t.  XIII). 

—  Recherches  sur  une  question  relative  aux  probabilités  {Acad.  de  Berlin, 
1791-1795). 


(*)  Cet  Ouvrage  nous  a  été  très-utile  pour  la  construction  de  cette  Table 
bibliographique  j  il  contient  un  très-grand  nombre  de  documents. 
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Verdam.  —  Verhandeling  over  de  Méthode  der  kleinsten  Quadrate.  In-S». 
Violeine.  —  Tables  pour  faciliter  les  calculs  des  probabilités  sur  la  vie 
humaine.  In-4°.  —  Paris,  iSSg. 

Vorlander.  —  AusgleichungderFehlerpolygonometrischerMessungen.  ln-H«. 
—  Leipzig,  i858. 

Wagner.  —  Voir  Peaucellier. 

Wargentin.  —  Table  de  mortalité  {Mémoires  de  l'Acad.  de  StocAholm,  177G). 
Waring.  —  An  essay  on  Ihe  principles  of  human  knowledge.  —  ï794' 
Wild.  —  Die  Grundsâtze  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  In-S**.  —  Mu- 
nich, iSG-2. 

Winckler.  —  Allgemeine  Siitze  zur  Théorie  der  unregelmiissigen  Beobach- 
tungsfehler  {Comptes  rendus  de  l'Acad.  des  Se.  de  Vienne,  18G6). 

Windelband.  —  Die  Lehren  vom  Zufall.  —  Berlin,  1870. 

Witt  (Jean  de).  — Annuités  viagères  (ses  OEuvres  trad.  en  français  à  La 
Haye,  1709). 

Wittstein.  —  Mathematische  Statistik.  In-^o.  —  Berlin,  18G7. 
Wolff.  —  Note  zur  Méthode  der  kleinsten  Quadrate  {Mém.  de  la  Soc.  des 
Se.  nat.  de  Berne,  n^^  1G0-161). 

—  Versuche  zur  Vergleichung  der  Erfahrungswahrscheinlichkeit,  etc.  {Id., 
n°s  i55  à  269). 

Woolhouse.  —  On  the  philosophy  of  statislics  {Almanach  for  theyear  1872). 

—  Voir  divers  articles  du  Journal  des  Actuaires  anglais,  sur  l'ajustement 
des  Tables  et  les  annuités  (t.  XII  et  XV). 

—  On  the  philosophy  of  statistics  {Journal  des  Actuaires  anglais,  t.  XVII). 
Young.  —  Remarks  on  the  probabil ities  of  errors  in  physical  observations 

{Phil.   Trans.,  1819). 
Yvon  Villarceau. —  Sur  la  méthode  d'interpolation  de  Cauchy  {Co/m.  dfs 

Temps,  1852). 
Zech.  —  Eine  Abhandlung  zur  Méthode  der  kleinsten  Quadiuile. 
Zeuner.  —  Abhandlungen  aus  der  mathematischen  Statik.  —  Leipzig,  1869. 


FIN. 
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